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RESUMO

O presente trabalho é um estudo descritivo sobre os diametros de conicas que tem
por metodologia adotada a andlise descritiva. O objetivo principal € descrever os
didmetros de cada conica, colaborando para o ensino da Geometria Analitica na
licenciatura ou bacharelado em matematica, ensino médio e areas afins. Inicialmente,
foi feito uma breve pesquisa sobre a historia do surgimento dessas curvas. Com o
auxilio de livros didaticos apresentamos suas definicdes, os principais elementos e
algumas de suas equacOes. Entretanto, para explorar os diametros de conicas e
apresentar sua relevancia no que se refere ao ensino da Geometria Analitica dentro
da sala de aula, € usando como principal fonte o trabalho de Costa (2019) que
possibilitou descrever os diametros de cada conica e suas respectivas equacoes e,
por fim, a elaboracdo de uma proposta de atividade com foco na resolucdo de
problemas que envolve os diametros conjugados.

Palavras-chave: Geometria Analitica. Conicas. Diametro das Conicas. Diametros
Conjugados.

ABSTRACT

The present work is a descriptive study on the diameters of conics which has the
descriptive analysis methodology adopted. The main objective is to describe the
diameters of each conic, contributing to the teaching of Analytical Geometry in the
Licentiate or Bachelor's Degree in Mathematics, High School and related areas.
Initially, a brief research was carried out on the history of the emergence of these
curves. With the help of textbooks, we present its definitions, the main elements and
some of its equations. However, in order to explore the diameters of conics and present
their relevance with regard to the teaching of Analytical Geometry within the classroom,
it is using the work of Costa (2019) as the main source, which made it possible to
describe the diameters of each conic and their respective equations and, finally, the
elaboration of an activity proposal focused on solving problems involving the conjugate
diameters.

Keywords: Analytical Geometry. conics. Diameter of Conics. Conjugated Diameters.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Analitica tem como um dos assuntos mais importantes a serem
abordados em sala de aula o estudo das sec¢des cbnicas, que exige, por parte dos
educadores, bastante dedicacdo. Todavia, as cOnicas tém aplicacbes praticas, por
exemplo: os planetas percorrem trajetérias em forma de elipse; em um salto de
motocross, a moto descreve uma trajetéria parabolica; e os pilares da Catedral de
Brasilia, DF, tem a hipérbole como sua forma principal, entre tantas outras aplicacbes
gue reforcam ainda mais a relevancia desse assunto dentro e fora da sala de aula.

Além disso, atualmente € possivel encontrar varios trabalhos a respeito das
cOnicas e suas aplicacdes, entretanto existe uma escassez a respeito do estudo sobre
os diametros das cobnicas. Dessa forma, pesquisamos autores como Rodrigues
(2014), Silva (2018), que apresentam em seus trabalhos, grandes contribuigdes sobre
as secOes coOnicas no que diz respeito ao ensino/aprendizagem, suas aplicacdes e
propriedades. Contudo, uma das fontes que inspirou este trabalho foi Costa (2019),
que aborda de forma ampla, em sua dissertacdo, um capitulo dedicado,
especialmente, aos diametros das conicas que € o segmento de reta que passa pelos
pontos médios das cordas paralelas a uma dada direcao, e por fim, apresenta uma
proposta extracurricular.

Apbs a leitura destes trabalhos publicados sobre as cbnicas, nota-se que apesar
de ser um tema bastante rico é possivel explorar mais, em especial sobre o diametro
de cada cbnica e suas aplicacdes. Ademais, a escolha em escrever sobre 0s
didametros das conicas parte inicialmente da curiosidade, por néo ter visto esse tema
no curso de licenciatura em matematica, também ser um assunto pouco explorado
nos livros de Geometria Analitica e encontrado apenas na dissertacdo de Costa
(2019), destacando que geralmente durante um curso basico de licenciatura em
matematica o estudo das conicas € visto na disciplina de Geometria Analitica e
Célculo Diferencial Integral, com foco nas definicdes de cada conica, para assim obter
suas respectivas equacdes e finalmente € ensinado como identifica-las.

Todavia, o presente trabalho, tem como objetivo geral apresentar uma proposta
de atividade que possa contribuir com o ensino da Geometria Analitica no ensino
médio e superior e que possa auxiliar no desenvolvimento de outros trabalhos
relacionados ao estudo das conicas, bem como, resolver problemas relacionados aos
didametros das conicas, além de analisar como essa proposta pode ser trabalhada no
ensino médio pelos docentes e, por fim, apresenta uma proposta de atividade.

A metodologia adotada para a realizacdo deste trabalho foi a andlise descritiva,
na qual se pretende descrever sobre o diametro de cada conica. Portanto, pretende-
se com esse trabalho, contribuir para o desenvolvimento de futuras pesquisas sobre
o didmetro das coénicas, e levar alunos do ensino superior e ensino médio a
conhecerem este tema que geralmente ndo é abordado em nossas salas de aula.

2 CONICAS

Nesta secdo, vamos tratar sobre a origem das conicas, suas aplicacfes e,
principalmente, sobre as definicdes e algumas propriedades conhecidas. O estudo
sobre as secdes cOnicas, geralmente € visto inicialmente no ensino médio de forma
bem sucinta nos cursos de licenciatura ou bacharelado em matematica e areas afins,
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geralmente ndo sendo abordado seu contexto histérico e suas aplicagcdes no
cotidiano.

2.1 Origem das cbnicas

As secbes coOnicas sdo conhecidas desde a antiguidade com o objetivo de
solucionar problemas, de acordo com Domingues (1998)

N&o ha um consenso sobre como nem quando as sec¢fes cbnicas apareceram na
histéria da matematica. Mas na versdo mais difundida, a de Eratéstenes (c. Séc.
Ill a.C), a origem estaria na tentativa de Menaecmus (Séc. IV a.C) de resolver o
problema da duplicagéo do cubo: ou seja, o problema consistindo em construir um
cubo cujo volume seja o dobro do volume de um outro cubo dado, de lado a.
Menaecmus era discipulo de Eudoxo, mas também foi membro da Academia de
Platédo (427-347 a.C) onde esse problema foi estudado.

Supostamente, o problema da duplicagdo do cubo tem inicio a partir da lenda
sobre uma peste, no qual para se verem livres dela, os habitantes de Delos, Grécia,
teriam que construir um altar duas vezes maior que o ja existente de Apolo. As
ferramentas que 0s gregos possuiam na época para resolver o problema eram apenas
instrumentos euclidianos: régua e compasso, o que dificultou bastante a resolucéo do
problema.

Ainda segundo Gomes; Frensel; Crissaff (2014, apud, Rodrigues, 2014, p.12), no

século (470-410 a.C.), Hipocrates de Chios escreveu o problema de duplicacdo do

cubo em termos de propor¢cdes entre segmentos geometricos: % = 3 = zy—a onde x ey

sdo as coordenadas nos planos x e y e a € a aresta do cubo. Para resolver essas
proporcdes, ele isolou e eliminou o y e ficou com x2 = 2a3, hoje em dia significa
resolver duas das seguintes equacdes: x? = ay, y? = 2ax e xy = 2a?, onde as duas
primeiras sdo equacgdes de parabolas e a terceira € a equagédo de uma hipérbole, como
mostra a figura a seguir:

Figura 2

Fonte: Domingues 1998

Contudo, grandes nomes da matematica como: Aristeu, Arquimedes, Euclides e
Menaecmus; deram importantes contribuicdes para o estudo sobre essas curvas. No
entanto, o apice desse estudo se deu através de Apolénio de Perga também
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conhecido como o “o pai das cbnicas”, que merecidamente ganhou o titulo de “O
grande gedmetra” devido a seu fabuloso tratado “As Cénicas”, composto por oito
volumes. Segundo Silva (2018), o tratado é considerado como uma das principais
obras da antiguidade, o que lhe concedeu o direito de ser uma das mais eminentes
figuras da ciéncia grega do campo da geometria pura.

O pai das conicas, Apolonio de Perga (262 — 190 a.C), foi o primeiro a provar que
gue um cone nao precisa ser reto para obtemos uma cénica, podendo ser ele obliquo
ou escaleno, e ainda usou pela primeira vez um cone de duas folhas gerando todas
as conicas, simplesmente variando o plano de interse¢éo, obtendo inclusive assim, a
hipérbole com dois ramos. De acordo com Talavera; Brolezzi (2012, apud,
RODRIGUES, 2014, p.13), os elementos geométricos no trabalho de Apolénio eram
o foco da conica e o latus rectum, que € o segmento que passa pelo foco, é
perpendicular ao eixo de simetria e tem extremos em pontos da curva.

Apesar de ter se dedicado totalmente ao estudo sobre essas curvas, Apol6nio
desenvolveu seu fabuloso trabalho sem se preocupar com a existéncia ou ndo das
aplicacbes. Porém, sua dedicacdo e perseveranca, ndo somente influenciou outros
estudiosos de diferentes épocas, como também teve grande importancia no que se
refere as aplicacdes das cOnicas em diversas areas como arquitetura, engenharia,
artes, entre tantas outras.

2.2 SecgOes coOnicas

Nesta secdo, apresentaremos 0s principais elementos de cada coénica e suas
respectivas equacoes, utilizando como fonte alguns livros didaticos do ensino medio.

Assim como o proprio nome sugere, geralmente se obtém uma figura cbnica a
partir de um cone. Segundo Paiva (2013, p.106), a intersec¢ao de um plano a« com a
superficie S € chamada figura cbnica. Essa figura pode ser um ponto, uma reta, um
par de retas, uma circunferéncia, uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola; as
guatro primeiras figuras sdo também conhecidas como cbénicas degeneradas.
Entretanto, abordaremos as cénicas ndo degeneradas que estado definidas a seguir.

Figura 2.1

Se o plano a é obliquo a reta e, mas corta apenas Se o plano a. € obliquo a reta e e corta as duas Se o plano a é paralelo a uma geratriz g da
uma das folhas da superficie cénica, a seqao obtida  folhas da superficie conica, a secao obtida € uma  gyperficie conica, a seqao obtida é uma parabola.
é uma elipse. hipérbole.

Fonte: Matematica - ciéncias e aplicacdes
2.2.1 Elipse
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A elipse € uma figura geométrica fechada, podendo ser identificada pela sua
equacao sem grande dificuldade, pois sua equacdo esta diretamente ligada a um
sistema de eixos indicado, apesar de ser bastante comum de ser encontrada no dia a
dia, geralmente passa despercebida. Suas aplicacbes possibilitaram a explicacado
sobre a movimentacédo dos planetas ao redor do sol, tem forte presencga na arquitetura
devido a propriedade de seus focos, entre outras aplicacdes. No entanto, para
compreender bem esta figura, assim como as demais cénicas, € importante conhecer
sua definicdo e os seus elementos.

Definicdo 2.1 Elipse é o LG* dos pontos P de um plano cujo a soma de suas distancias
aos pontos F; e F, desse plano, é constante e maior que a distancia entre eles.

Elementos principais:
Focos: séo os pontos F; e F;;

Centro: é o ponto O, ponto médio de A,4,;
Eixo maior: é o segmento A;4,, que passa pelos focos d(4,4,) = 2a;

Eixo menor: é o segmento B;B,, perpendicular a A;4,, que passa por O e, sua
medida é dada por d(B;B,) = 2b; -

Distancia focal: é a distancia entre os focos e, sua medida é dado por d(F,F,) = 2c;
Excentricidade: é arazdo e = % sendo0<e<1.

Figura 2.2: Elipse com focos sobre o eixo 0,
v

Fonte: Autores

A excentricidade de uma elipse apresenta duas interessantes caracteristicas
geomeétricas ou dois casos particulares da elipse. A primeira caracteristica é quando
a excentricidade € igual a 0, sendo assim iriamos obter uma figura semelhante a
circunferéncia que também é conhecida como degeneracao da elipse, no qual seus
focos coincidem; a segunda caracteristica € quando a excentricidade é igual a 1, neste
caso iriamos obter um segmento de reta. Ademais, no triangulo retangulo OF,B;, a

1 Lugar Geométrico (LG) é o conjunto de pontos de um plano que detém uma determinada
caracteristica ou propriedade.
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medida a da hipotenusa é correspondente a metade das somas das distancias dos
focos ao ponto B;, portanto de acordo com o Teorema de Pitdgoras temos a relacéo:

a? = b% + ¢?

Para demonstrar a equacao reduzida da elipse, tomemos um sistema ortogonal
tal que, A;4, < Oy e B;B, c Oy, de centro na origem e com focos F; = (—c,0) e F, =

(c,0). Considerando um ponto P(x,y) qualquer pertencente a elipse, de acordo com
a definicao 2.1 temos que:

d(P,F)) +d(P,F,) = 2a
Aplicando a férmula de distancia entre dois pontos no lado esquerdo, temos que:
\/(x+c)2+(y—0)2+\/(x—c)2+(y—0)2 = 2a =
> Jx+)2+y2+/(x—c)2+y2=2a

Agora isolando a primeira parcela da soma, e, em seguida elevando ambos os
membros ao quadrado, desenvolvendo e simplificando, temos:

= (w/(x +c)?+ yz)z = (Za —J(x=0c)2+ y2)2 =
= 4xc — 4a% = —4a\[(x — )2 + y2 =
Sa(x—c)2+y2=a%—xc

Elevando os dois membros ao quadrado novamente e simplificando, temos:

(a\/x2 —2xc+c?+ yz)z =(a?—xc)? >
= x%2(a? — c?) + a’y? = a?(a® — ¢?)
Considerando o AOF,B;, segundo o Teorema de Pitagoras temos que:
a? = b?+c? » b* = a* — ¢?
Substituindo na expresséao, obtemos:
x2b% + a?y? = a?b?

Por fim, dividindo ambos os membros da expresséo por a?b? (a > 0,b > 0), desta

forma fica demostrado que o resultado encontrado é a equacao reduzida da elipse

gue é dada por:

2 2
Xy
2 =1
De maneira analoga, se a elipse apresenta A;4, c 0, e B;B, ¢ 0, e origem no

centro, como mostra a figura 2.3 a seguir:
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Figura 2.3: Elipse com focos sobre o eixo 0,

Fonte: Autores
De acordo coma definicdo 2.1, temos:

> JE+02+G+0)2+/(x-0%+(y—c)? = 2a

E, repetindo o mesmo processo anterior, novamente sera encontrada a equacéao
reduzida da elipse, dada por:

y2 x2 .
a2 b2~

Agora, vamos analisar a equacéao da elipse cujo centro ndo coincide com a origem
em dois casos. No primeiro caso temos uma elipse com centro no ponto 0’ = (xg, yo)

e eixo maior paralelo a 0,, como mostra a figura 2.4:
Figura 2.4: Elipse com eixo maior paralelo ao eixo 0,
y

0 ' ' 'J(D' ' ' "X

Fonte: Autores
Considerando o sistema x'0'y’, a equacéo da elipse é:
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(x)?  (')?
) b2 = 1 ()
Assim, temos: x' = x —x, e y' =y — y,, substituindo na equagéo (/) a elipse em
relacdo ao sistema x'0'y’, é dada por:
X — X 2 _ 2
( 20) + (y — yo) _ 1
a b2

Seguindo o raciocinio anterior, vamos considerar o segundo caso da elipse com
centro no ponto 0’ = (xo,y,) € eixo maior paralelo a 0,, como mostra a figura 2.5:

Figura 2.5: Elipse com eixo maior paralelo ao eixo 0,,
Y y'

B
Yo\
D ] xl
| ..|:2
ﬁz
0 ' X, ' X

Fonte: Autores

Assim, temos que a equacao da elipse com centro no ponto 0’ = (x,,y,) € €eixo
maior paralelo a 0,, € dada por:

(x — x¢)? n (y — y0)? _

b2 a? 1

2.2.2 Hipérbole

A hipérbole também possui alguns curiosidades geralmente pouco conhecidas.
Diferente da elipse, a hipérbole é uma figura geométrica aberta por se tratar de uma
curva com dois ramos disjuntos, 0 aspecto da sua equacdo também esta diretamente
ligado ao sistema de eixos indicados, como veremos a seguir. Todavia, o formato
desta curva esta presente nas constru¢des das torres de refrigeracdo de usinas
nucleares, devido a sua excepcional estabilidade como destaca Paiva (2013, p.116).
Portanto, abordaremos sua definicdo e os principais elementos de forma que
contribuam para a melhor compreenséo sobre esta curva.

Definicéo 2.2 Hipérbole é o LG dos pontos P de um plano cuja diferenca, em médulo,
de suas distancias aos pontos F; e F, desse plano é constante e menor que a
distancias entre eles.
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Elementos principais:
Focos: séo os pontos F; e F;;

Centro: é o ponto O, ponto médio de A;4,;
Eixo real: é o segmento A;4,,em que d(4,4,) = 2a;

Eixo imaginario: é o segmento B,B,, em que d(B,B,) = 2b;

Distancia focal: é a distancia entre os focos e, sua medida é dada por d(F,F,) = 2c;
Vértices: sdo os pontos 4; e 4,, intersec¢ado de F;F, com os ramos da hipérbole;
Vértices imaginario: sdo os pontos, B; € B,, extremos do eixo imaginario;
Excentricidade: é arazdo e = 2 sendo e >1.

Figura 2.6: Hipérbole com focos sobre o eixo 0,

\ y

Fonte: Autores

A excentricidade e da hipérbole é a razdo entre a hipotenusa e um cateto do
triangulo retangulo 0A,B;. Além disso, 0 < e < 1.

Ademais, no triangulo retangulo 0A,B;, que é relacdo fundamental da hipérbole,
nota-se que, usando o Teorema de Pitagoras, temos:

c? = a? + b?

Na demonstracdo da equacao reduzida da hipérbole, consideramos um sistema
ortogonal tal que, F;F, c Oy e a reta perpendicular a esse segmento, de centro na

origem (ponto médio de F;F,) seja 0,. Sendo o eixo real A;4, e sua medida 2a, com

focos F; = (—c,0) e F, = (c,0). Se tomarmos um ponto P(x,y) qualquer pertencente
a hipérbole, de acordo com a definicdo 2.2 temos que:

|d(PIF1) - d(Ple)l = za
Aplicando a férmula de distancia entre dois pontos no lado esquerdo, temos que:
Joa+0)2+(y—02—/(x—c)2+(y—0)2=42a>

=>J(x+0)2+y2—/(x—c)2+y2=+2a
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De maneira analoga, seguindo o mesmo raciocinio da demonstracdo da elipse
anteriormente, concluimos que a equacéao reduzida da hipérbole é dada por:

xZ y2

2
Porém, se a hipérbole apresenta F;F, c 0, e a reta perpendicular a esse
segmento, de centro na origem (ponto médio de F;F,) seja 0,, com focos F; = (0, —c¢)
e F, = (0,c), como mostra afigura 2.7:
Figura 2.7: Hipérbole com focos sobre o eixo 0,,

y
. _ yd
\ {F4 /
‘\\_\\% __‘ﬁj_____ ’/
B, B,
: 5 — =
//-__ A; T
/ [F2 \
v ] ™~

Fonte: Autores
Se A4, < 0, e BB, c 0, e origem no centro, temos:

|d(P,F1) - d(P,Fz)l = Za —

=>\/(x—0)2+(y+c)2—\/(x—0)2+(y—c)2=i2a

E, repetindo o processo da demonstracao da elipse, novamente sera encontrada
a equacao reduzida da hipérbole, dada por:
y2 x2
@
Agora, analisando a equacéao da hipérbole cujo centro ndo coincide com a origem
em dois casos. No primeiro caso temos uma hipérbole com centro no ponto 0' =

(x0, Vo) € eixo real paralelo a 0,, como mostra a figura 2.8:
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Figura 2.8: Hipérbole com eixo real paralelo ao eixo 0,

\"’ Y
1!B1
b | ¢
Yo I:1"# | N Fa .
|'A1 0 a IIII\AE X
152
0 ' xD' X

Fonte: Autores
Considerando o sistema x'0'y’, a equacéo da hipérbole é:

xl 2 n2
GO0 )
a b?
Assim, temos: x' = x —x, e y' = y — y,, substituindo na equacéo (I) em relacdo

ao sistema x'0'y’, a equacao da hipérbole é:
(=) G-y _,
a? Y B
Seguindo o raciocinio anterior, vamos considerar o segundo caso da hipérbole
com centro no ponto 0" = (x,,y,) € eixo real paralelo ao eixo 0,,, como mostra a figura

2.9:
Figura 2.8: Hipérbole com eixo real paralelo ao eixo 0,

¥ ¥
Fq P
;‘E'\_“'_F/
o -C
B B,
YD 1 -
o b X'
AQ
1
>F2
9 Xq X

Fonte: Autores
A equacéao da hipérbole é dada por:
(y=y0)* (x—2x0)° —1
a2 bz
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As assintotas da hipérbole séo retas concorrentes s e r que se cruzam no centro
e contém as diagonais do retangulo EFGH com lados de medida 2a e 2b, nos quais
os pontos médios dos lados sé@o A,, By, B, € A, (ver figura 2.9). A hipérbole ndo possui
pontos em comum com as assintotas.

Figura 2.9 Assintotas da hipérbole

AN Y S /

Fonte: Autores

Além disto, quando o retangulo EFGH € um quadrado, ou seja, 2a e 2b sao iguais;
a hipérbole é chamada de equilatera. As retas s e r, que contém a diagonal do
guadrado, séo as assintotas e sdo perpendiculares entre si.

Figura 2.10 Hipérbole equilatera com focos sobre os eixos 0, e 0,

ly . r y 5
\_E B+ f/ O
E* e
.P".E/ F2 B1 1 E'

|
1 T " T * *

/N HY P N\G
12

4l e N

Fonte: Autores

-

2.2.3 Pardbola

A parabola, talvez a mais conhecida das cbnicas, € apresentada ao educando no
inicio do ensino médio no estudo das fungfes, mais especificamente no estudo da
funcdo quadratica da forma y = ax? + bx + ¢, cujo grafico € uma pardbola e esta
relacionada a problemas que envolve calculo de areas, de producdo, entre outros.
Entretanto, também é vista com mais frequéncia nos cursos de licenciatura ou
bacharelado em matematica e areas afins, ligada diretamente a algumas das
principais aplicagcdes do Calculo Diferencial que sdo os problemas de otimizacédo, no
gual é explorado como as derivadas influenciam o grafico de uma fungcéo e como nos
ajudam a localizar os valores maximos e minimos, em particular, de uma funcao
polinomial do 2° grau.
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Devido as suas propriedades, a parabola esta tdo presente no cotidiano como as
demais cobnicas. Assim sendo, para melhor compreender esta curva € necessario
conhecer sua definicdo e os principais elementos.

Definicdo 2.3 Parabola é o LG dos pontos P de um plano cuja distancia a uma reta
d dada é igual a distancia a um ponto F nao pertencente a d.

Elementos principais:
Focos: é o ponto F;

Diretriz: é areta d;

Eixo de simetria ou reta focal: € a reta que passa por F e é perpendicular a
diretriz;

Vértices: é o ponto V, intersec¢céo da parabola com eixo de simetria;
Parametro: € a distancia p entre o foco e a diretriz.
Figura 2.11: Parabola com foco sobre o eixo 0, e concavidade para a direita

d |y

o=
-

ot

N\P

III" —

Fonte: Autores

Para demonstrar a equacdo reduzida da parabola, consideramos um sistema
cartesiano ortogonal com origem no vértice da pardbola e eixo das abscissas
passando pelo foco F, com F = (p,0), e a diretriz d tem equagao x = —p. De acordo
com a definicdo 2.3 temos que:

d(P,F) =d(P,)])

Aplicando a formula de distancia entre dois pontos e elevando os dois membros
ao quadrado e desenvolvendo, temos que:

Ja=-p2+G-02=J/x+p2+@H—-y2=
= x2 — 2xp + p? + y? = x? + 2xp + p?

Por fim, simplificando, chegamos a equacéo reduzida da parabola que € dada por:
2
y© = 4xp

Essa demonstracdo também é valida para os casos a seqguir:
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Para a diretriz d de equacdo x = p, a equacao reduzida da parabola que é dada
por:
2 — _

y* = —4xp
Figura 2.12: Parabola com foco sobre o eixo 0, e concavidade para a esquerda

vl d

Fonte: Autores

Se a pardbola apresenta vértices na origem, foco no eixo das ordenadas e
concavidade para cima como mostra a figura 2.13, temos que a equacao reduzida da
parabola é:

x? =4yp
Figura 2.13: Parabola com foco sobre o eixo 0, e concavidade para cima
\ ;
. y /
\ /
Y iy
\ | @
1-"':"---- B g
h
' ] X
)i
d

Fonte: Autores
Para a concavidade para baixo a equacao reduzida da parabola que € dada por:
x? = —4yp
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Figura 2.14: Parabola com foco sobre o eixo 0, e concavidade para baixo

y
[

F

Fonte: Autores

A demonstragcdo para o caso da equacao da parabola que sofre translacao de
eixos é analoga.

Portanto, considerando o sistema x’0’y com equacéo (I): (x")? = +4py’, tal que:
x'=x—xy ey =y—1y,, substituindo na equacédo (I) em relagdo ao sistema x'0'y’,
a equacao da parabola é:

(x — x0)? = +4p(y — yo)

Figura 2.15: Parabolas com vértices fora da origem e concavidades para cima e para
baixo

\< y Yy X,
I 0 ' X
hF 0 cl
}f - YU KI
0 0 ' IF
T T T }Irl %
0 Xp X / \

Fonte: Autores

E para o sistema x'0’'y com equacéo (II): (y')? = +4px', tal que: x' = x — x, €
y' =y — y,, substituindo na equacao (II) em relagdo ao sistema x'0’y’, a equacao da
parabola é:

(y — y0)* = +4p(x — x)
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Figura 2.16: Parabolas com vértices fora da origem e concavidades para esquerda e
para direita

HH““\\L\ I_lllr d -'-|.||' }Ir' DI }Irl /_}__.—f'-'.-
\1 )
F [ F
x o[ o Yoo X
/ ] ] \
// \
e Xp | U % 0 %o N

Fonte: Autores

3 DIAMETROS DAS CONICAS

Nesta sec¢do, pretende-se tratar sobre um dos assuntos referentes as conicas que
geralmente pouco € explorado nos livros de geometria analitica, nos cursos de
licenciatura em matematica e areas afins, mesmo apesar da sua grande importancia
no que se refere as aplicacbes. Segundo Costa (2019, p.32), o estudo sobre o0s
diametros das conicas:

[...] tem grande relevancia ao conteddo como um todo, pois através de suas
aplicacbes podemos compreender importantes razdes, como por exemplo: o fato
de que cada elipse é a imagem afim de um circulo; a razdo de semelhanca entre
elipses; o porqué da parabola nao possuir diametros conjugados; entender melhor
0 comportamento das retas assintotas da hipérbole, dentre outros.

A seguir, apresentaremos a definicdo e equacao do diametro de cada conica.

Definicdo 3.1 O diametro de uma conica é o LG dos pontos médios das cordas?
paralelas a uma dada direcéo.

2 A corda de uma conica é gualquer segmento cujos extremos pertencem a conica: elipse, hipérbole
ou parabola.
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Exemplo 1: Considere as cordas AB,CD,EF e GH paralelas a uma dada diregéo.

Logo, a reta t que passa pelo centro e pelos pontos: I,],K e L (pontos médios das
cordas); é o diametro da elipse.

Figura 3.1 Diametro da elipse

Fonte: Autores

Exemplo 2: Considere as cordas AB,CD,EF,GH, I] e KL paralelas a uma dada

direcédo. Logo, a reta r que passa pelo centro e pelos pontos: M, N, O, P,Q e R (pontos
médios das cordas); € o diametro da hipérbole.

Figura 3.2 Diametro da hipérbole

iametro

Fonte: Autores
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Exemplo 3: Considere as cordas AB,CD,EF,GH e ], paralelas a uma dada diregao.

Logo, a reta r que passa pelos pontos: K,L, M, N, O (pontos médios das cordas); € o
diametro da parabola.

Figura 3.3 Diametro da parabola

Diametro|

Fonte: Autores
Teorema 3.1 (Teorema dos Diametros das Cénicas)

Considere uma conica de equacao:

Ax? + Bxy+Cy?*+Dx+Ey+F =0

O diametro desta conica relativo a qualquer direcdo sera uma reta.
Demonstracéo:
Considere uma direcédo dada pela reta de equacao parameétrica:

{x=xp+p-ty=yn,+q-t

Onde (x,, y») € um ponto do didametro e o vetor (p, q) determina a dire¢éo dada.
Os pontos de intersecao desta reta com a conica serdo as solucdes o sistema:

{Ax? + Bxy + Cy*+Dx+Ey+F=0x=xp, +pty=ym+q-t
Assim temos que:
S A2+ 2t xpy + 02t +B[xp Y+t g+ YD) + 0 q t2] +
+COm + 2V q t+q* t)+D(xy+p-t) +E(yp,+q-t) + F=0
S (A p2+B-p-q+C-q?)-t2+
+[A2p X +B- (@ X +P Y) +C-2qy+D-p+E-q)]-t+
+(Ax2, + Bx, * i + Cy2 + Dxpy + Ey,, + F) = 0 (Eq.1)
A equacdo 1, do 2° grau, tera duas solucdes t; e t,. Sendo P; = (x1,y,) € P, =
(x5, y2) 0s dois pontos de interse¢do. Dai, o ponto médio da corda definida por estes
dois pontos é:

x1+x (pt+p-t)+ oy +tp-ty) p
Xm = > = m > m =xm+z(t1+t2)

Logo:
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xm=xm+g(t1+t2):>t1+t2=0

A soma das raizes da equacédo 1 é nula.
L A2p xm+B@ Xt P ym)+C-2q ym+D-p+E-ql
2(A-p+B-p-q+Cq?)

0

B D E
2Ap At 5@ Xt P Ym) +C Yt P+ q=0

Portanto, o LG chamado didmetro de uma cobnica é representado por uma
equacdao de reta. Organizando a equacédo acima em funcéao de s, obtemos:

a-an 4 3](G)2n om] + ¢ () m 7 43(() =0

B D q B E
=>(A-xm+5-ym+5>+(2—9>-<E-xm+Cym+E>=0

Note que % € justamente o coeficiente angular m da direcéo dada, ou seja, m = =.

BSJES]

Assim, concluimos que o diametro da conica é uma reta de equacao:

B D B E
<A-xm+E-ym+5>+m-<—-xm+6’ym+§)=0

2
Colocando y,,, em funcao x,,, temos que a equacao reduzida da reta é:
Bm
(A + T) D +Em
Ym = =g X ——p—— (Eq.2)
(5 + cm) 2(5 + cm)

Entretanto, considerando o caso particular em que B=D =E =0 na Eq.2,
concluimos que a equacao reduzida da reta é:

Ym = _%xm (Eq.3)

Contudo, se esta curva for uma elipse ou uma hipérbole, o didmetro da curva
sempre passara pelo seu centro; no caso da parabola a curva ndo possui centro.
Demonstracéo: Considere uma conica na sua forma geral

Ax? +Bxy + Cy*+Dx+Ey+F=0 ()
Para a elipse na forma candnica, temos:
2—2+Z—z= 1= b*x2 + a?y? —a2b* =0 (1)
Assemelhando (1) e (I1I), encontramos:
A=Db?%C=a%eF =—a?b? ()
Substituindo (I11) em Eq. 2, temos que:
b?x

Y a’m
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Para a hipérbole na forma canbnica, temos:
2 2
x- Yy 2 2
Z 7 1= bx?—a’y?—a?b"=0 (IV)
Assemelhando (1) e (IV), encontramos:
A=Db%C=—-a?eF =—a%bh? (V)
Substituindo (V) em Eq. 2, temos que:

b?x
y= e

m
Para a parabola na forma candnica, temos:
y2 =2px =>y2—2px=0 (V)
Assemelhando (1) e (VI), encontramos:
A=0,C=1eD=-2p (VI
Substituindo (VII) em Eq. 2, temos que:
y = (0) 1 (=2p+0) —2p

1 m

= — = —

=Yy
2 0+1m —2m m

Portanto, podemos concluir que as equacfes dos diametros relativos a uma
direcdo de coeficiente angular m na forma canénica com foco(s) sobre o eixo x sdo
dadas por:

1. Diametro da Elipse:

x? N y: " _ b*x
a?  p? Y azm
2. Diametro da Hipérbole:
x> y? b%x
E_?zl =O:'y=a2

3. Diametro da Parabola:
2= 2px cy =L
y px =~y m

3.1 DIAMETROS CONJUGADOS

Apolonio chamou de diametros conjugados o segmento que passa pelos pontos
médios das cordas paralelas a um diametro, seja ele de uma elipse ou hipérbole.
Todavia, se faz necessério conhecer as propriedades geométricas dessas curvas:
elipse, hipérbole e parabola, sdo um dos principais requisitos para a resolucdo de
problemas, Santos (2012, p.45) destaca o caso do problema da reta tangente que
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requer a determinagdo do ponto de tangéncia para a sua solugéo, problema que é
resolvido utilizando os diametros conjugados. Costa (2019, p.37) afirma que,
Nos dias atuais, os diametros conjugados sdo usados em varias construcdes,
como na fuselagem de avibes, pontes, edificios industriais, torres, guindastes,
mecanismo de direcdo dos automoveis, entre outras coisas mais. Além disso, 0s
didametros conjugados de hipérboles também séo Uteis para afirmar o principio da
relatividade na fisica moderna do espago-tempol...].

Definicdo 3.2 O LG dos pontos médios das cordas paralelas a um didametro de uma
elipse (ou hipérbole) também sera diametro da elipse (ou hipérbole). Chamaremos
estes dois diametros de Diametros Conjugados.

Temos que o diametro de uma elipse, por exemplo, relativo a uma direcdo m tem

equagao:
b2
Y=o <—m>x 0

Esta reta determina uma direcao de coeficiente angular:

2
m = -2
a’m
Todavia, as cordas paralelas a direcdo dada, também definirdo um outro diametro
da elipse, ambos conhecidos como diametros conjugados da elipse. Tomando d;
como a reta de direcdo m; que passa pelo centro da elipse e d, é a reta da equacéo

(1), temos:
di:y =myx (II)

2

dyy=-— x (III)

a’m,

As retas d, e d,, tem como ponto em comum 0 centro da elipse. Assim sendo,
substituindo (/1) em (I1I), obtemos a relagéo entre seus coeficientes angulares:

b? b?
X=mx >m;-m, = ) (av)

a’m,

Para o caso particular de uma elipse degenerada em uma circunferéncia, temos
que a = b, substituindo em (IV), temos:

a2

mp-m, = _ﬁ

Portanto, nesse caso os diametros conjugados sao perpendiculares entre si.

Semelhantemente, seguindo 0 mesmo raciocinio anterior encontramos a relacéo entre
os coeficientes angulares da hipérbole.

Entdo, tendo m; e m, como coeficientes angulares de dois diametros
conjugados, concluimos:

= ml'm2=—1
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2 2
my-m, = {—; (Elipse) =z ( Hipérbole)

Seja AB~ o diametro de uma elipse, tomando as cordas EF,GH,I], KL, paralelas a

esse diametro. Entdo, a reta CD~ que passa pelo centro da elipse e pelos pontos:
M,N,0,P e Q (pontos médios das cordas); € o seu diametro conjugado.

Figura 3.4 Diametros conjugados de uma elipse

Dfa‘mefrch

Fonte: Autores

De forma andloga, a reta v € o diametro de uma hipérbole, tomando as cordas
EF,GH,I], KL, paralelos a esse diametro. Entdo, a reta ¢ que passa pelo centro da

hipérbole e pelos pontos: M, N, 0, P, Q (pontos médios das cordas); € o seu diametro
conjugado.

Figura 3.5 Diametros conjugados de uma hipérbole

Fonte: Autores

Contudo, a pardbola ndo possui didametros conjugados pois segundo a definicdo
3.2 um diametro de uma parabola sera sempre paralelo ao seu eixo principal, portanto
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as retas paralelas a um diametro ndo definirdo cordas da parabola como mostra a
figura 3.6.

Figura 3.6 Diametro de uma parabola

' //H

s

/ / f“xlh._.

Fonte: Autores

4 PROPOSTA DE ATIVIDADE

Nesta secdo sugerimos uma proposta de atividade com base no que foi visto no
decorrer do trabalho sobre os didmetros conjugados.

1 — Determine as equac0Oes das retas dos diametros conjugados da conica de equacao
2 2

— + E = 1, dada a direcdo m = 4 de um desses diametros.

Soluc;ao: a equacdo reduzida da que questdo € uma elipse, como a? = 25 e b? = 16
0 eixo maior da elipse esta contido no eixo 0, e com centro na origem. Sendo assim,
a equacao de um desses diametros e dada por:

16
V1= —ﬁx
A direcdo de um dos diametros € m = 4, substituindo:
16 4
Vi = — XYy =—==X

25-4 25

Dai, obtemos a equacdo de um diametro da elipse. Agora, como o coeficiente angular
. 4 _

dey, é pyet temos:

b? 4 16

—_ —-—— e —

az 25 27T 25

Dai, obtemos o coeficiente angular de y,. Logo, os didmetros conjugados dessa
elipse passam pela origem, substituindo m, obtemos a segunda reta: y, = 4x.
Portanto, as equacdes das retas dos diametros conjugados dessa elipse sao:

mqy-my, = — $m2=4‘

4
ylz—gxey2=4x
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Figura 4.1 Diametros conjugados da elipse: y, e y,

Fonte: Autores

2 — Encontre as equacdes das retas dos diametros conjugados da conica de equacgao
x? 2 L A
6 Z—S = 1, dada a diregcdo m = 2 de um desses diametros.

Solucdo: a equacao reduzida da que questdo é uma hipérbole, como a? = 36 e b? =
25 o0 eixo real da hipérbole esta contido no eixo 0, e com centro na origem. Sendo
assim, a equacéo de um desses diametros e dada por:

25
Y1 = ﬁx
A direcdo de um dos diametros € m = 2, substituindo:
25 25
N1=36. 2% 1 =g

Dai, obtemos a equacdo de um diametro da hipérbole. Agora, como o coeficiente
, 25
angular de y; & g temos:

b? 25 25

;ﬁﬁ'mz 2%:7712 =2

Dai, obtemos o coeficiente angular de y,. Logo, os didmetros conjugados dessa
hipérbole passam pela origem, substituindo m, obtemos a segunda reta: y, = 4x.

Portanto, as equacdes das retas dos diametros conjugados da hipérbole séo:

ml'm2=—

4
y1=—gxey2=4x
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Figura 4.2 Diametros conjugados da hipérbole: y; e y,

N B

G /M J\

P N AN

Fonte: Autores

5 CONSIDERACOES FINAIS/ CONCLUSOES

Neste trabalho exploramos as coénicas: elipse, hipérbole e parabola; abordando
suas definicdes, seus principais elementos e algumas de suas equacdes. Todavia,
apresentamos um simples estudo sobre os diametros de cbnicas, eixo que geralmente
€ pouco explorado nos livros de geometria analitica, mas que apresenta diversas
aplicacbes e esta presente em varias construgcbes. Posteriormente, apresentamos
algumas construgbes que proporcionam uma visualizagdo mais explicativa sobre as
cbnicas como os seus elementos, as definicdes de diametros e didmetros conjugados
e, por fim, apresentamos uma proposta de atividade.

Contudo, o estudo sobre as se¢des conicas se mostrou bastante rico e encantador
desde de sua descoberta, as suas aplicacdes e presenca na natureza. Nao foi a toa
que Malba Tahan afirmou em seu livro o homem que calculava que: “Deus foi o grande
geOmetra. Geometrizou a terra e o céu.”

Por fim, este trabalho possibilitou conhecer um assunto que geralmente nao é visto
nos cursos de licenciatura ou bacharelado em matemética e areas afins e com ele
pretende-se contribuir para o desenvolvimento de futuras pesquisas sobre o diametro
das conicas, e levar alunos do ensino superior e ensino médio a conhecerem este
tema que geralmente ndo é abordado em nossas salas de aula e nem nos livros de
Geometria Analitica.
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