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RESUMO

O tratamento vetorial da Geometria Analitica vem sendo excluido das discusstes em
ementas curriculares estaduais e livros didaticos do Ensino Médio no decorrer das
duas ultimas décadas. Sendo assim, este trabalho apresenta como metodologia uma
revisao da literatura com énfase na abordagem qualitativa, a qual visa o tratamento
de transformacdes isométricas em sala de aula com o uso do GeoGebra, software
matematico gratuito que pode ser instalado, inclusive, em smartphones e tablets.
Nossa proposta discute especificamente operacdes isométricas de reflexao,
translacéo e rotacdo no plano em que, para cada uma destas, ha no aplicativo um
comando equivalente para tratamento de vetores no plano. Isso nos permitiu afirmar
gue ha a possibilidade de inclusdo dessas tecnologias no ambiente escolar, o que
pode melhorar a visualizacdo de conceitos abstratos como os tratados através da
discussdo vetorial da Geometria Analitica, além de permitir um processo
interdisciplinar em sala de aula.
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ABSTRACT

The vectorial treatment of Analytical Geometry has been excluded from discussions
in state curricular menus and high school textbooks over the past two decades.
Therefore, this work presents as methodology a literature review with emphasis on
the qualitative approach, which aims to treat isometric transformations in the
classroom with the use of GeoGebra, free mathematical software that can be
installed, even, on smartphones and tablets. Our proposal specifically discusses
isometric operations of reflection, translation and rotation in the plane in which, for
each of these, there is in the application an equivalent command for treating vectors
in the plane. This allowed us to affirm that there is the possibility of including these
technologies in the school environment, which can improve the visualization of
abstract concepts such as those treated through the vector discussion of Analytical
Geometry, in addition to allowing an interdisciplinary process in the classroom.
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1 INTRODUCAO

No decorrer das ultimas décadas novos estudos vém surgindo para confrontar
os déficits de aprendizagem na educacéao basica, principalmente na formacéo basica
na area de ciéncias. Em particular, quando falamos de ensino de Matemadtica, se faz
notar que com o curso dos dias novos assuntos e novas abordagens pedagdgicas
séo desenvolvidas acerca das dificuldades da pratica educacional dessa disciplina
desde o nivel mais fundamental — Pré-Escola e primeiros anos do Ensino
Fundamental (CANAVARRO, 1993; GORDO, 1993; CORDEIRO & OLIVEIRA, 2013)
— estendendo-se até as Ultimas etapas da educacdo basica - Ensino Médio
(SANTOS et. al., 2007; PACHECO & ANDREI, 2017) e primeiros anos do ensino
superior (MASOLA & ALLEVATO, 2016).

Observando o atual quadro nacional de ensino no Brasil, pesquisas foram
realizadas para tentar identificar quais sao os desafios que podem ser encontrados e
quais sdo as possiveis abordagens para a solucdo do problema. Dentre o0s
resultados de pesquisa discutidos, podemos citar os encontrados por Furlani (2016),
gue importantemente mostra que os resultados das avaliacbes nacionais do ensino
basico ndo tiveram bons indicadores, podendo ter diversas causas como: falta de
conhecimentos prévios para aprendizagem significativa, intolerancia com a disciplina
devido ao mau desempenho, etc. O autor também cita em sua pesquisa 0S
resultados apresentados por Tokarnia (2016), em que foram analisadas as médias
dos Sistema de Avaliacdo da Educacdo Basica (Saeb), colocando os resultados
obtidos na época da pesquisa no pior patamar dos ultimos 20 anos no pais.

Dentre os tantos temas abordados pela Matematica no decorrer do processo
de ensino-aprendizagem no nivel basico, podemos citar um tema muito importante e
de dificil compreenséo e abstracdo que é a Geometria Analitica (GORDO, 1993). A
utilizacdo da tecnologia como ferramenta auxiliar na superacdo de obstaculos
pedagdgicos nesse assunto particular tem sido alvo frequente de debate,
principalmente nas Uultimas duas décadas (BREDA et. al.,, 2013; DIAS, 2018;
FURNANI, 2016; RODRIGUES, 2015), periodo em que surgiram softwares préprios
para construcdo de objetos mateméticos.

A utilizacdo de softwares para melhor visualizacdo de conceitos abstratos ja
foi discutida e as consequéncias do seu uso vao desde o desenvolvimento de uma
melhor visualizacdo dos conceitos até o melhoramento do raciocinio l6gico quando o
aluno se depara com alguma situacdo parecida com aquela simulada
computacionalmente (BREDA, 2013; FURLANI, 2016; SILVA et. al., 2017).

Muitos softwares educacionais foram desenvolvidos nos ultimos anos e no
meio destes, podemos citar o GeoGebra. Este é um aplicativo de ensino matematico
gratuito capaz de modelar de maneira simples alguns conceitos de calculo,
probabilidade, algebra, etc., além de obviamente, ser uma plataforma que traz
consigo a possibilidade de construir figuras e formas geométricas para estudo da
Geometria Euclidiana que, como sera mostrado, é o alvo deste trabalho.

A principal ideia desse estudo baseia-se na andlise da aplicacdo de vetores
em problemas de Geometria Euclidiana no Ensino Médio ao trazer a ja conhecida
proposta de exploracao de tais problemas na plataforma GeoGebra (SANTOS et. al.,
2007). O texto € baseado em trabalhos anteriores realizados nessa area e tem a
finalidade de dar um novo enfoque a esses conceitos de Geometria Euclidiana no
processo de ensino aprendizagem a nivel médio.

Em termos mais especificos, esse trabalho tem como objetivo propor o
tratamento de nocdes de transformacdes isométricas (translacao, reflexao, rotacdo e



composicdo destas) e transformagc6es homotéticas para construir figuras e analisar
elementos da natureza e diferentes producdes humanas como, por exemplo,
fractais, construcdes civis, obras de arte, entre outros.

Ao discutir os conceitos de Geometria Analitica, baseando-se na literatura
existente sobre o assunto, propde-se a exemplificacdo e resolucdo de alguns
exercicios propostos por livros didaticos do ensino médio utilizando o aplicativo
GeoGebra, considerando os resultados encontrados na literatura sobre maneiras de
utilizar o software em sala de aula.

Por fim, analisadas as possibilidades existentes dentro do escopo desse
trabalho, sdo feitas as devidas consideracdes finais e observacOes acerca da
possibilidade de implementacdo dessa metodologia em uma situacao real.

Além do desenvolvimento dos conceitos de Geometria Analitica Vetorial na
matematica o0 seu uso se da nas mais diversas areas como engenharia, arquitetura,
fisica, arte, aeronautica, computacdo, etc. Os conceitos de simetria, rotacdo e
translacdo podem ser vistos em diversas pinturas e monumentos arquitetdnicos
como o Taj Mahal, por exemplo RODRIGUES, 2015).

Algumas outras definicbes como deslocamento, modulo, sentido, produto
vetorial e escalar sdo as principais ferramentas utilizadas até hoje no controle de
avides, cacas e até mesmo como ferramentas importantes para envio e controle de
foguetes e satélites (ENSWORTH, 2013).

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nessa secdo serdo discutidos alguns fundamentos de geometria analitica,
mais especificamente tratando de assuntos relativos a geometria vetorial. Além
disso, também sé&o feitas algumas consideragcfes sobre 0 ensino dessa temética no
ensino médio incluido um tépico sobre o tratamento dessa disciplina com o auxilio
do aplicativo GeoGebra.

Primeiramente, serdo discutidos os temas de Geometria Analitica, tratando
brevemente sua origem e apresentando em um exemplo simples a utilizacdo de
coordenadas em um plano cartesiano. Feito isso, € discutida a Geometria Analitica
Vetorial, onde sdo exemplificados alguns conceitos simples através de uma situagéo
hipotética onde em seguida é feita uma arguicdo sobre o ensino desse tema,
trazendo a tona algumas discussodes ja feitas nessa area.

Por fim, apresentamos ao leitor o software utilizado nesse trabalho onde é
exibida uma breve apresentacdo de pesquisas ja realizadas com o GeoGebra
indicando como este pode ser utilizado como ferramenta no processo de ensino-
aprendizagem no ensino de Geometria Analitica Vetorial.

2.1 Geometria Analitica

As primeiras nocdes estudos sobre Geometria datam do Egito Antigo e Grécia
Antiga, onde os primeiros conceitos geométricos eram utilizados para demarcagéo
de terras, desenho de mapas, construgéo civil, etc. (FURLANI, 2016). Na Grécia
antiga surge a Geometria Euclidiana Plana que é uma area da Matematica que trata
de Geometria em duas e trés dimensdes sendo baseada, como o préprio nome
indica, nos postulados desenvolvidos por volta do século Ill a. C. pelo matematico
Euclides de Alexandria (BICUDO, 2009).



O trabalho de Euclides esta registrado em sua grande obra “Os Elementos”
(BICUDO, 2009). A obra € composta por 13 livros dos quais os 04 primeiros tratam
da Geometria Plana que era conhecida no periodo da sua escrita, além de também
abordar nos dltimos volumes Teoria dos Numeros, Geometria Espacial e
Incomensuraveis (SANTOS, 2007). A Geometria Plana desenvolvida por Euclides
consiste em assumir um pequeno conjunto de axiomas, dos quais se pode deduzir
outras proposi¢des que se provadas passam a ser teoremas.

A grande mudanca na area ocorre em meados do século XVII onde foi
fundamentada por muitos estudiosos e mateméaticos, mas algumas formalizacdes e
contribuicdes fundamentais na area sdo muito creditadas a René Descartes e Pierre
de Fermat que, devido ao desenvolvimento da algebra advinda dos séculos
anteriores, a Geometria Plana passa a ser tratada algebricamente. Isso faz surgir
uma area completamente nova: a Geometria Analitica (FURLANI, 2016).

O tratamento matematico da Geometria Analitica difere da analise da
Geometria Euclidiana no que diz respeito a sua abordagem, que utiliza simbolos,
equacOes e operacdes algébricas para resolver problemas geométricos a depender
de um sistema de coordenadas, e. g., coordenadas Cartesianas, Esféricas ou
Polares, ao invés de solucionar problemas de maneira axiomatica como na
Geometria Euclidiana. A maneira de solucionar problemas desenvolvida com a
Geometria Analitica € muito utilizada na fisica, na engenharia e na computacéo
grafica, por exemplo (DANTE, 2005).

Figura 1 - Aplicacdo de Geometria Analitica?
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Fonte: Préprio autor

1. A llustracdo de uma aplicacéo simples de Geometria analitica em uma situacdo pratica. O ponto
SORVETERIA esta a 6 m ao leste (eixo x) e 8 m ao norte (eixo y) da localizacdo da PRACA, tomado
como a origem do sistema de coordenadas cartesianas, representados ambos por pontos com seus
nomes.
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Um exemplo simples de aplicacdo de Geometria Analitica € a analise de
coordenadas em um mapa, por exemplo. Podemos determinar a posicdo de um
objeto qualquer (pessoa, mesa, carro, prédio, etc.) a partir da sua distancia relativa a
algum ponto arbitrario (lago, rodovia, armazém, etc.) na horizontal e na vertical
(eixos x e y) de um plano cartesiano.

Podemos observar cenario a partir da seguinte situacdo hipotética:

Maria e Jodo combinaram de se encontrar em um ponto da cidade. O ponto é uma
sorveteria que se encontra a 6 metros de distancia de uma praca na direcao leste e
8 metros na direcao norte. Se colocarmos em um plano cartesiano as coordenadas
do ponto de encontro deles em relacdo a direcdes leste (x) e norte (y) relativos a
praga, teriamos o seguinte esquema:

Na Figura 1 podemos ver como Jodo e Maria poderiam representar a
localizacdo espacial da Sorveteria fazendo uso da Geometria Analitica. Para isso
eles precisaria construir um sistema de coordenadas cartesianas a partir de uma
origem arbitraria (ponto PRACA) em x = 0 e y = 0 do plano cartesiano e a partir
dessa referéncia denotar as coordenadas da Sorveteria (ponto SORVETERIA) em X
=6mey=8m.

Outra maneira possivel de analisar situacdes como essa é discutida atraves
de um tratamento capaz de descrever também grandezas que ndo estdo apenas
relacionadas a quantidades, mas também a direcbes no espaco, que € o caso das
grandezas vetoriais, tema que sera alvo da préxima sec¢ao.

2.1.1 Geometria Vetorial

Para tratamento de um problema com o uso da Geometria Analitica se faz
necessario determinar quais tipos de grandezas serdo utilizadas para solugdo deste.
Os tipos de grandezas séo dois: escalares e vetoriais.

As escalares podem ser descritas simplesmente por um numero real
associado a uma unidade como temperatura, massa, voltagem, comprimento, etc. O
segundo tipo de grandeza, a vetorial, além de ser determinada por um numero real é
também descrita pela orientacdo espacial de determinada grandeza, como direcdo e
sentido. Grandezas vetoriais s&o comumente utilizadas na fisica e engenharia e tém
grande importancia por conseguir descrever quantidades como velocidade,
deslocamento, campos elétricos e magnéticos, forca, dentre tantos outros exemplos
(RODRIGUES, 2015).

Com os vetores, se torna possivel realizar operacdes distintas das operacoes
comuns com grandezas escalares, em que precisa ser levado em conta a
magnitude, direcdo e sentido do vetor para que a operagcdo seja realizada
corretamente. Dentre estas estdo a soma, subtracdo, produto vetorial, produto
escalar, calculo de médulo de um vetor, etc. (SANTOS, 2010).

Podemos exemplificar a composicdo e utilizacdo de um vetor tomando o
exemplo de Jodo e Maria descrito anteriormente. Supondo que ambos se encontram
na PRACA (ponto B, figura 2) e desejam se deslocar até a SORVETERIA (ponto A,
figura 2), eles precisariam deslocar-se 06 metros para o leste (eixo x) e 08 metros

para o norte (eixo y). Esse deslocamento total pode ser representado por um vetor d
gue possui modulo, direcdo e sentido, como mostrado na Figura 2.



Figura 2 - Vetor Deslocamento?
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Fonte: Préprio autor

O vetor d é definido pelas coordenadas B (0,0) e A (6,8) da seguinte forma:

d=@x-xD%2 +@—-y)9
d=6% +879.

Em que d é definido a partir dos pontos iniciais e finais que definem os
pontos A e B, em que x (y) e x'(y") sdo as coordenadas dos pontos finais e iniciais

do vetor d, respectivamente,. O vetor também pode ser representado por d=
((x—x"),(y —y')) em que cada posicdo no paréntese externo representa uma
direcdo no espaco. Em que x e y denotam os vetores unitarios nas direcoes x e y.

Operacdes entre vetores podem ser feitas, mas suas demonstracdes estao
além do escopo desse trabalho, podendo ser consultadas em livros texto padrédo
sobre Geometria Analitica - ver, por exemplo Rodrigues (2015). O exemplo de Jo&o
e Maria sera importante quando discutirmos uma abordagem para a utilizacdo de
vetores para tratar transformacg@es isométricas a seguir.

Na secdo seguinte discutiremos um pouco sobre o ensino de Geometria
Vetorial no Brasil, que como citado anteriormente é o tema deste trabalho.

2.1.2 Ensino de Geometria Vetorial

No Brasil, a depender do estado, podemos encontrar diversas maneiras de
abordagem pedagdgica sobre Geometria Analitica em escolas do Ensino Médio,
visto que as propostas ja foram reformadas muitas vezes e estdo sob o controle de
cada estado (RODRIGUES, 2015).

Dentre os diferentes caminhos pedagdgicos presentes no Ensino Médio sobre
esse assunto, um esta ausente em boa parte dos livros didaticos e ementas

2 - Representacdo de um vetor deslocamento d (seta azul) indicando a dire¢cdo do deslocamento
doponto B (PRACA) para o ponto A (SORVETERIA).



estaduais que € o que descreve as operacbes geométricas atraves de vetores,
sendo muito mais frequentemente utilizado um tratamento puramente analitico
(RODRIGUES, 2015).

Neste tipo de abordagem é apresentado o Plano Cartesiano e a partir dele as
nocdes basicas de distancia entre dois pontos na reta (R) e no plano (R2), ndo sendo
tratada de maneira alguma a natureza vetorial de tais situagcbes, sendo esse
reservado apenas quando o aluno se depara com assuntos da fisica (RODRIGUES,
2015; DIAS, 2018).

Algumas propostas ja foram discutidas em relacdo ao tratamento vetorial,
como a tratada por Silva (2013) que propde que o ensino de geometria analitica
vetorial se divida em quatro partes:

o Coordenadas: em que se apresenta como estabelecer o plano
cartesiano e calcular distancias entre pontos.

o Vetores no plano: introduzir de maneira simples e objetiva o conceito
de vetores e de como operéa-los, destacando o produto interno.

o Estudo da reta: onde se discute trés tipos de equacbes de reta:
paramétricas, cartesiana e reduzida e sempre que possivel, realizar um tratamento
vetorial no estudo da reta.

o Principios de Geometria Analitica espacial: apresenta-se de que
maneira os vetores no espaco R3 podem ser usados como uma maneira adicional no
tratamento de vetores no plano (R?).

Rodrigues (2015), por exemplo, considera alguns beneficios em relagdo a
abordagem vetorial que segundo o autor traz pelo menos trés vantagens, sendo
elas:

i) Os vetores sdo objetos de facil manipulagdo e frequentemente
produzem, quando corretamente aplicados, solu¢cdes muito rapidas e
elegantes para os problemas;

i) As equacbes da reta, em suas distintas formas, sdo facilmente
encontradas e justificadas;

iii) Os vetores sdo um contetdo propedéutico ao estudo dos nimeros
complexos (RODRIGUES, 2015, p. 2).

Dessa maneira, no seu trabalho o autor propde um plano de ensino baseado
em vetores para ensino de Geometria Analitica que pode ser utilizado durante um
ano letivo em uma rede de ensino (publica ou particular), concluindo que seus
resultados corroboram com a aspiracdo de alguns profissionais da area em tratar a
Geometria a partir de vetores nessa etapa do Ensino Basico.

Além de propostas de ensino, a revisdo de livros didaticos indica que ha
realmente um descaso para com o trato dos vetores na Educacédo Basica. Em seu
trabalho, Silva (2013) analisou obras voltadas a educacdo no Ensino Médio e
constatou que durante um periodo de quase 15 anos (de 2001 até 2012), muitos dos
mais famosos livros didaticos continuam com a mesma caracteristica de nédo tratar
vetores em nenhum dos 3 volumes abordados durante as séries do Ensino Médio.

No mesmo periodo escolar, esses assuntos séo tratados de maneira breve
em livros didaticos de Fisica. Com isso, podemos afirmar que muitos dos livros
didéticos recentes sdo excludentes em relacdo aos assuntos relacionados a vetores.

Algumas propostas surgiram como alternativas ao abandono da abordagem
nao relacionada a vetores e estdo sendo alvo de estudo de cada vez mais
pesquisadores na area de ensino de matematica (SANTOS et. al., 2007; BREDA et
al., 2013; FURLANI, 2016).



Se torna evidente a partir dos trabalhos citados acima que a auséncia desse
tema no ensino médio se da por diversos fatores, variando desde as propostas
estaduais de ensino até a construcdo dos livros didaticos que seréo utilizados em
sala de aula, sem nenhum enfoque na &rea. Tentamos, porém, mostrar como uma
simples abordagem pode ser feita para tentar trazer esse assunto a tona no Ensino
Médio, como sera mostrado na proxima secao.

2.2 GeoGebra

Um dos métodos auxiliares que surge como proposta para abordar Geometria
Analitica no Ensino Médio parte da utilizacdo de softwares matematicos, de facil
utilizacdo, para auxiliar a visualizacdo de conceitos que por muitas vezes sédo de
dificil assimilacdo por parte dos alunos desde 0s primeiros anos do ensino basico
(GORDO, 1993; CANAVARRO, 2007; PACHECO, 2018).

Essa dificuldade de abstracdo matematica depende de vérios fatores, sendo
gue um comumente discutido se trata da dissociacdo da disciplina para com sua
utilizacdo no mundo real que segundo Rangel (1992, p.17), “o ensino de matemaética
nas séries iniciais ndo leva em conta suas experiéncias diarias, nas quais estabelece
relacbes de semelhancas e diferencas entre objetos e fatos”. O autor pontua
também que o estudante é responsavel apenas pela classificacdo e quantificacédo
dos objetos matematicos retratados em sala de aula, tornando o assunto distante da
vivéncia diaria do discente ndo possuindo significado algum para ele.

Entretanto, o uso da tecnologia esta cada vez mais presente na vida de todos
e nao seria diferente para com os estudantes, principalmente de nivel médio em que
a cada dia que passa, mais discentes tém acesso a computador, smartphones e
internet. Tendo isso em vista, a juncdo de tecnologia e educacdo é um assunto
muito debatido nos ultimos anos, discutida como uma possivel alternativa para
alguns problemas associados justamente a falta de conexdo com situacdes reais e
com visualizacdo dos elementos matematicos abstratos tratados estaticamente em
livros, limitando as possibilidades de interpretacdo dos educandos (SILVA et. al,
2017).

Nas perspectivas de trabalho presentes aqui, para tratamento vetorial,
existem diversos aplicativos gratuitos disponiveis para abordagem desse tipo de
construcdo Matematica. Apesar disso, iremos discutir o uso de apenas um deles: o
GeoGebra. A utilizacdo desse software permite ao usuario trabalhar os conceitos de
Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Gréaficos, Probabilidade e Estatistica dentre
outras ferramentas construidas justamente para serem de facil manipulagdo.
Atualmente, segundo as informacdes do site do aplicativo geogebra.org/about
(2020):

O GeoGebra possui uma comunidade de milhdes de usuarios em
praticamente todos os paises. O GeoGebra se tornou um lider na area de
softwares de matemética dinAmica, apoiando o ensino e a aprendizagem
em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica. (GEOGEBRA, 2020).

Além disso, o GeoGebra recebeu varios prémios internacionais de melhor
software de educagdo em matematica, para alunos e educadores, sendo
comprovado como uma ferramenta muito Gtil para ensino dessa area. Sendo assim,
propde-se aqui, como afirmado anteriormente, uma ideia ja discutida em outros
trabalhos (SANTOS et. al., 2007; BREDA et al., 2013; FURLANI, 2016) de utilizar



esse software como ferramenta de ensino em turmas do Ensino Médio, tratando
vetorialmente os temas de Geometria Analitica.

Alguns beneficios de se utilizar um aplicativo como este podem ser citados. O
primeiro deles esta no auxilio da associacdo entre a maneira algébrica de
representacdo dos vetores e sua constru¢cdo geoméetrica. Além disso, também pode
servir para melhor sedimentar os conceitos abordados com o auxilio do software ao
submeter o discente a uma situagéo diferente das comumente experimentadas em
sala de aula (FURLANI, 2016). Também pode ser citada a maior participacdo dos
estudantes, além de uma melhor aceitacdo por parte dos mesmos em relacdo aos
temas, que causam desconforto devido a sua abstragdo (SILVA et. al., 2017).

Se torna valido salientar, além dos beneficios para o discente, que o papel do
professor como ponte interdisciplinar entre os conteudos (informética, ensino e
matematica) passa a ser cada vez mais importante com a implementacdo de
ferramentas tecnoldgicas em sala de aula, em que o professor agora tem também
gue ser responsavel por criar experiéncias que ligam o estudante a realidade, néo
bastando o simples tratamento tradicional desconexo com a vivéncia diaria dos
alunos (FURLANI, 2016; MORAN, 2004).

A seguir discutiremos como poderia ser abordado os temas de
transformacdes isométricas com o auxilio do GeoGebra.

3 TRANSFORMAGCOES ISOMETRICAS COM O GEOGEBRA

Sendo o principal tema desse estudo, a andlise de Transformacdes
Geomeétricas no plano, mais especificamente as isometrias, tem uma particular
importancia porque a partir dela se pode unir muitos conceitos tratados pela
Geometria Euclidiana, composta pelo estudo de objetos rigidos, com a algebra
desenvolvida na geometria Euclidiana (ARAGAO, 2011).

Isometrias sdo um tipo especial de transformacdes no plano que preservam a
distancia entre dois pontos apds as transformagBes no plano (REZENDE &
QUEIROZ, 2000). Em termos vetoriais, transformacdes isométricas sdo aquelas que
conservam o moédulo do vetor tratado inalterado, conservando também, segundo
Aragao (2011):

A ordem dos pontos numa reta;
A colinearidade dos pontos;

A medida dos angulos;
O paralelismo das retas. (ARAGAO,2011)

3.1 Reflexao

Uma importante aplicacdo de isometria se da pela reflexdo em retas, que por
definicao assume que uma “reflexao na reta r ou simetria axial é a transformacédo
geométrica que fixa todos os pontos da reta r e associa cada ponto P do plano, ndo
pertence a r, ponto P’, de modo que r € a reta mediatriz do segmento PP’ ”
(ARAGAO, 2011). Podemos assim nomear a reta r como sendo a mediatriz do
segmento PP’.

Utilizando esse conceito na geometria vetorial podemos, utlizando o

exemplo de Jodo e Maria citado anteriormente, realizar uma reflexdo simples do
vetor d em relagdo um eixo de simetria localizado no eixo y, como exibido na Figura
3. Nesse exemplo temos a geragao de um novo vetor dp, = —6 % + 875.



Vale ressaltar que o médulo do vetor deve permanecer inalterado sobre
transformag@es, em que |d| = |dg| = 10. Esse vetor d poderia corresponder a outro

estabelecimento que os dois gostariam de visitar apds ir a sorveteria, em uma
situacao hipotética que permitiria tratar esse conceito em sala de aula.

Figura 3 - Reflexdo do Vetor Deslocamento?

8m

6m

-6m -4m -2m 0 2m 4m 6m

Fonte: Préprio autor

No GeoGebra Classic (o Classic indica uma versao especifica do programa)
essa reflexdo pode ser feita através de um comando do préprio programa. Este €
denominado “Reflexdo em relagdo a uma reta” encontrado como o primeiro item do
nono botéo superior do programa. Isso pode ser visto na Figura 4 abaixo:

Figura 4 - Menu de Operagdes de simetria no GeoGebra*
€ GeoGebra Classic

R AL DOO LN e

X Reflexdo em Relacdo a uma Reta
.*" Reflexdio em Relacéo a um Ponto
n
\ e i
» - Inverséo
: « Rotacéo em Torno de um Ponto
-
./; Translac&o por um Vetor
“ e .
,~ Homotetia n
N\
Fonte: Préprio autor

3 - Representacdo da reflexdo do vetor deslocamento d (seta azul) em relacdo ao eixo y (reta verde)
resultando no vetor d_R’ (seta vermelha).

4 - Imagem da tela do computador com o menu de reflex@o ativo. Essa é uma maneira préatica de
mostrar a operacédo de reflexdo com o auxilio do GeoGebra Classic.
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Com isso, a partir da simples escolha da reta de referéncia (reta verde, eixo y
na Figura 4) podemos realizar essa transformac¢ao no nosso vetor d.

3.2 Translacéao

A transformacado isométrica denominada como translacdo é aquela em que
um objeto se desloca paralelamente em linha reta de um ponto a outro. Uma
translacdo também é definida por uma isometria que desloca o objeto original
segundo uma direcdo, um sentido e um comprimento, que sdo comuns a vetores. As
translacdes conservam o médulo, a direcdo e os angulos e dos segmentos de reta
de uma determinada figura (ARAGAO, 2011).

A definicdo de translacdo permite também que utilizemos uma translacdo
sobre um vetor, utilizando outro vetor, sem que isso altere o modulo, direcdo ou
sentido do primeiro. Utilizando um ponto arbitrario, como por exemplo o ponto
PRACA, o mesmo dos exemplos anteriores, podemos realizar sobre este uma
translac&o ¢ em uma dire¢cdo e modulo arbitrarios. Digamos que f tenha valor de 6
metros na direcdo X e 2 metros na y, ou seja:

t=6%x+29.

Para realizar a translacdo, precisamos somar as coordenadas de t em cada
uma das direcbes do espaco com as correspondentes do ponto PRACA, ou seja, as
coordenadas do ponto se tornam:

PRACA; = (6,2).

A ilustracéo dessa transformacéo pode ser vista na Figura 5 abaixo:

Figura 5 - Translag&o®

PRACA';
®

2m

im

0.5m

PRACA

@
-0.5m 0 0.5m im 1.5m 2m 2.5m 3m 3.5m 4m 4.5m 5m 5.5m 6m 6.5m

-0.5m

Fonte: Préprio autor

Podemos também ilustrar essa situacdo no exemplo anterior de Jodo e Maria
de maneira simples, como por exemplo o fato de tomar a Praga, distante 6m ao leste
e 2m ao norte da posicao anterior.

5 - Representacao da translagéo do ponto PRACA (ponto azul) pelo vetor £ (seta verde) resultando no
ponto PRACAT (ponto vermelho).
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No aplicativo do GeoGebra essa isometria pode ser feita com poucos cliques
se ja tiver sido determinado o vetor t. Essa opcdo pode ser vista como a penultima
opcao no menu ativo da Figura 4.

3.3 Rotacao

A rotacdo é uma isometria que ocorre quando giramos um objeto geométrico
em torno de uma coordenada especifica por um angulo 0° < 8 < 360° (ARAGAO,
2011). Essa transformacao altera a direcdo e o sentido do objeto, mantendo suas
dimensoes inalteradas.

Podemos aplicar uma transformacdo como essa ao vetor d citado
anteriormente com o auxilio do GeoGebra. Nesse caso, rotacionamos o vetor por um
angulo de 60° no sentido horario, selecionando a quarta op¢cdo no menu ativo
mostrado na Figura 4. A partir disso podemos escolher por qual angulo rotacionar a
partir de um ponto, que aqui foi escolhido como o ponto PRACA (0,0). Isso pode ser
visto na Figura 6 (a) junto do vetor obtido apés a rotacéo, Figura 6 (b).

Figura 6 - Rotag&o de um Vetors

@) b |

Bm

Rotagdo em Torno de um Ponto /

Angulo

60

sentido anti-horario @ sentido horario

-6m -4m -2m 0 2m 4m 6m|

Fonte: Préprio autor

Esse exemplo pode servir para ilustrar como se pode visualizar essas
transformacdes de rotacdo com o auxilio do programa em uma situacao criada pelo
professor ou extraida de algum livro didatico. Além disso o programa ainda nos da
os valores do vetor apos a rotacdo, que pode ser feito tanto no programa quanto
utilizando &lgebra, cuja demonstracdo estd ausente nesse texto. O valor encontrado

no GeoGebra do vetor rotacionado foi EfR =9,93x—-1,2y. Os exemplos acima
podem ser estendidos para 3 dimensfes, sem perca alguma de generalidade, bem
como utilizado para operagdes compostas por duas ou mais transformacoes.

Essa abordagem concorda com a discutida por Silva (2013) para tratamento
vetorial em Geometria Analitica, uma vez que em um simples exemplo se pode
discutir os conceitos de coordenadas, vetores no plano, estudo da reta e geometria
analitica espacial, o que torna a ferramenta muito Gtil em termos de visualizacédo do
conceito.

6 - (a) Rotacdo do Vetor cf(seta azul) em relacdo ao ponto PRACA (ponto azul) em § = 60° no sentido
horario. (b) resultado da rotac3o do vetor d resultando no vetor [iR (seta vermelha).
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Outros problemas encontrados na literatura também podem ser resolvidos
com o GeoGebra, como por exemplo os exercicios extraidos de livros didaticos
discutidos por Rodrigues (2015) e Furlani (2016) que vao além do tema tratado aqui,
mas podem ser Uteis para a construcao de novas abordagens utilizando o aplicativo.

Como o programa € gratuito e pode ser instalado também em smatphones, o
professor pode utilizar o software para realizacao de trabalhos de casa por parte dos
alunos, uma vez que tendo o discente aprendido como ele funciona, este tornaria
mais facil a resolucéo de alguns problemas matematicos (FURLANI, 2016).

Em seguida serdo apresentadas as respectivas conclusdes sobre as
possibilidades de utilizacdo do GeoGebra como ferramenta pedagdgica que foram
analisadas até aqui.

4 COSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho podemos realizar um breve levantamento sobre a pesquisa
gue vém sendo desenvolvida acerca do ensino de Geometria Analitica com foco
vetorial e podemos notar que ha um descaso em relacdo ao estudo dessa area
especifica tanto pelas ementas de ensino estadual, quanto pela auséncia da
discusséo desse tema em livros didaticos do ensino médio.

Além disso, o avanco tecnolégico tem permitido verdadeiras revolu¢cdes no
nosso dia-a-dia e essa realidade n&o deveria ser excluida do meio educacional.
Tendo isso em vista, foi construida uma exemplificacdo (a partir de uma situacao
arbitraria e simples) de como um aplicativo matematico gratuito pode auxiliar o
trabalho do docente em sala de aula ou mesmo fora dela, mostrando as
possibilidades de discussdo de Geometria Analitica com foco Vetorial.

Foram tratados com o GeoGebra alguns temas que constituem as
transformacdes isométricas de Translacdo, Rotacdo e Reflexdo, que ao utilizar
situacdes hipotéticas simples, se pdde discutir os temas com a intencéo de provocar
o aluno a visualizar uma situacédo que poderia ser real. Essa situacdo ainda tem o
bénus de ser auxiliada pela ferramenta visual do aplicativo.

Visto isso, torna-se possivel afirmar que o objetivo deste trabalho foi
alcancado, na medida em que foram construidas e desenvolvidas as referidas
figuras relacionadas ao tema da pesquisa. Ademais, enfatiza-se que mais pesquisas
devem ser devolvidas atribuindo o campo prético da aplicacdo do GeoGebra nas
diversas areas da engenharia, arquitetura, fisica, dentre outros, visto que o trabalho
desenvolvido, apenas propde seu uso tedrico em constru¢cdes dessas areas, mas
ndo chega a executa-las no campo pratico.

Dessa forma, no que tange a sua aplicabilidade em sala de aula,
acreditamos que atividades como essa podem ser melhor desenvolvidas, tendo a
possibilidade de contribuir com o processo de ensino-aprendizagem em uma éarea
gue demanda muito da capacidade de abstracdo de cada estudante, além de
reforcar a interdisciplinaridade em sala de aula.
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