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RESUMO

Este trabalho investiga, sob uma perspectiva tedrica, histérica e matematica, a Faixa
de Mobius e suas principais propriedades geométricas, destacando suas aplicagdes em
diferentes areas do conhecimento. A pesquisa parte de um resgate histérico sobre as
primeiras representacdes dessa superficie até sua formalizacdo matematica no século
XIX por August Ferdinand Mobius e Johann Benedict Listing, enfatizando sua relevancia
para o desenvolvimento da topologia moderna. O objetivo geral consiste em analisar as
caracteristicas fundamentais da Faixa de Mdbius e compreender como suas propriedades
se manifestam tanto em construcdes matematicas quanto em situacdes praticas do
cotidiano. Para isso, foi realizada uma pesquisa de natureza qualitativa, descritiva e
bibliogréafica, utilizando livros, artigos cientificos, dissertacbes e materiais académicos
relacionados ao tema. Ao longo do estudo, foram investigadas propriedades como
unilateralidade, nao orientabilidade, parametrizacdo e o comportamento da superficie
guando submetida a cortes longitudinais. Os resultados evidenciaram que a Faixa de
Mobius apresenta caracteristicas que rompem com conceitos geométricos tradicionais,
demonstrando comportamentos que contradizem a percepgao espacial intuitiva. Além disso,
observou-se que essas propriedades ultrapassam o campo tedrico e encontram aplicacdes
em areas como engenharia mecanica, quimica, nanotecnologia, arte, arquitetura e ensino
da matematica. Conclui-se que a Faixa de Mdbius constitui um importante exemplo da
relagcdo entre abstracdo matematica e aplicacdes praticas, reforcando a importancia do
estudo de estruturas geométricas que contribuem para a compreensao de fenbmenos
presentes em diferentes contextos cientificos e cotidianos.

Palavras-chave: Faixa de Mobius. Geometria. N&o orientabilidade. Aplicagoes.
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ABSTRACT

This study investigates the Mobius strip and its key geometric properties from theoretical,
historical, and mathematical perspectives, highlighting its applications across various fields
of knowledge. The research begins with a historical overview—tracing the surface’s early
representations to its 19th-century mathematical formalization by August Ferdinand Mobius
and Johann Benedict Listing—and emphasizes its significance to the development of
modern topology. The primary objective is to analyze the fundamental characteristics of the
M@obius strip and understand how its properties manifest in both mathematical constructions
and practical, everyday situations. To this end, a qualitative, descriptive, and bibliographic
study was conducted, drawing on books, scientific articles, dissertations, and academic
materials related to the subject. The study examined properties such as one-sidedness,
non-orientability, parameterization, and the surface’s behavior when subjected to longitudinal
cuts. The results revealed that the Mobius strip possesses characteristics that break with
traditional geometric concepts, exhibiting behaviors that defy intuitive spatial perception.
Furthermore, it was observed that these properties extend beyond the theoretical realm,
finding applications in fields such as mechanical engineering, chemistry, nanotechnology,
art, architecture, and mathematics education. The study concludes that the Mdbius strip
serves as a significant example of the relationship between mathematical abstraction and
practical application, underscoring the importance of studying geometric structures that
contribute to understanding phenomena across diverse scientific and everyday contexts.

Keywords: Mobius strip. Geometry. Non-orientability. Applications.
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1 INTRODUCAO

Desde a Antiguidade, a percepc¢ao espacial, entendida como a forma pela qual o
ser humano compreende e interage com o mundo fisico, tem desempenhado um papel
fundamental na construcdo do conhecimento. Influenciados pelos axiomas e principios da
geometria euclidiana, em nosso cotidiano, estamos direcionados a interagir com objetos
e superficies que possuem limites perfeitamente definidos, como “dentro”e “fora”, ou
"em cima’e "embaixo”. A matematica, por exemplo, muitas vezes se caracteriza por sua
capacidade de desafiar conceitos que se tem como verdadeiros e inquestionaveis, levando
a expandir os horizontes do conhecimento humano. Nesse contexto, poucos objetos
ilustram essa quebra de paradigma de forma tdo clara e visualmente instigante quanto a
Faixa de Mobius, ela é capaz de ser construida a partir de uma tira retangular de papel
submetida a uma tor¢cdo de 180°, ou, como mais conhecida, uma meia tor¢ao antes da
unido de suas extremidades. Essa superficie desconcerta a légica ao apresentar uma unica
face e uma unica borda. Na figura 1, vemos a representacédo da Faixa de Mdbius.

Figura 1 - Faixa de Mobius

Fonte: Santos (2020)

O encanto provocado por suas propriedades, transcendem o mundo da matematica
conforme apontam Mobius, Plato e Savitsky (2023), a Faixa de Mobius adentra
profundamente os campos da ciéncia, da arte e da arquitetura. Presente no cotidiano, ela
esta longe de ser apenas um conteudo abstrato restrito aos livros. Seu formato pode ser
facilmente reconhecido em diversas areas da sociedade, estando presente em acessorios
como anéis, colares e pulseiras, que utilizam essa estrutura para representar a unido e o
infinito. Além disso, a Faixa de Mobius € frequentemente associada ao simbolo do infinito,
gue remete a imagem do numero oito na posi¢ao horizontal, conforme apontam Cartwright
e Gonzalez (2016).

A Faixa de Mobius também constitui a base do simbolo universal da reciclagem,
criado para representar o ciclo continuo de reaproveitamento de materiais (Figura 2). Sua
representacdo pode ainda ser observada no logotipo do Instituto de Matematica Pura e
Aplicada (IMPA) (Figura 3). Essa presencga evidencia como a matematica se manifesta
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no cotidiano, estando presente em diversos elementos que utilizamos ou observamos
diariamente.

Figura 2 — Simbolo da Reciclagem

Fonte: Mdbius, Plato e Savitsky (2023)

Figura 3 — Logotipo do IMPA
|

-

Fonte: https://impa.br/

Do ponto de vista histérico, é importante notar que a humanidade ja havia utilizado as
caracteristicas dessa superficie séculos antes de sua formalizacdo. conforme registros
historicos, a forma visual da faixa ja se tinha registros em mosaicos romanos datados
do século Ill, em pinturas, como também em objetos de decoragdes, contudo, a intuicdo
artistica precisou aguardar os matematicos do século XIX com suas descobertas para que
esta representacdo ganhasse o rigor cientifico necessario. Foi por meio das investigacdes
quase simultaneas de August Ferdinand Mobius e Johann Benedict Listing, ambos
fortemente influenciados pelos ensinamentos do matematico Carl Friedrich Gauss, que a
superficie deixou de ser apenas mais uma curiosidade para se tornar um objeto matematico
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estruturado e conhecido, o que resultou na criagdo de mais uma area da matematica,
abrindo caminhos para o nascimento da topologia moderna’.

O presente trabalho tem como objetivo explorar a Faixa de Mobius sob uma perspectiva
histérica, geométrica e pratica. E importante ressaltar que embora essa superficie seja um
dos objetos mais simbdlicos e lembrados no estudo da topologia, esta pesquisa se delimita e
nao se aprofundara nos rigores e nas abstra¢des dessa area da matematica. Em vez disso, o
foco sera desmistificar a superficie, apresentando suas principais propriedades matematicas
e demonstrar como esse conceito se materializa no nosso dia a dia.

A relevancia deste estudo justifica-se pela necessidade de evidenciar que a matematica
nao se resume a formulas, mas constitui uma ciéncia viva e aplicavel, capaz de se manifestar
no design, contribuir para a otimizagédo de processos em diversas areas e expressar-se
nas artes. Compreender a Faixa de Mobius €&, portanto, compreender uma ponte entre o
pensamento abstrato e a realidade cotidiana.

Para compreender melhor o tema proposto, este trabalho adota uma abordagem
tedrica e apresenta um resgate histérico sobre a Faixa de Mobius, que vao desde as suas
apari¢cdes intuitivas na antiguidade até a sua formalizagao pelos matematicos Moébius e
Listing, em seguida, sdo analisadas as principais propriedades matematicas, detalhando
sob uma perspectiva geomeétrica, suas caracteristicas como a sua unilateralidade, a néo
orientabilidade e a sua parametrizagao. Por fim, discute-se a aplicagdo desses conceitos,
revelando como as propriedades unicas dessa superficie sao utilizadas na atualidade em
diferentes campos da ciéncia, da tecnologia e da sociedade.

2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

Neste topico, sera apresentado um breve histérico envolvendo os matematicos August
Ferdinand Mdbius e Johann Benedict Listing, responsaveis pela formalizagdo académica
da Faixa de Mobius, no entanto, antes de adentrarmos na matematica do século XIX, é
necessario destacar que a humanidade ja havia tido contato com as propriedades desse
objeto muito antes de sua conceituagao teorica através das artes.

2.1 APARIGOES NA ANTIGUIDADE

Muito antes de ser formalizada teoricamente, a forma visual da Faixa de Mobius ja
aparecia em artefatos antigos. O registro histérico mais conhecido, segundo Cartwright
e Gonzalez (2016), foi encontrado em um mosaico romano construido por volta de 200 a
250 d.C., na cidade de Sentinum, atual Sassoferrato, na Italia. A obra retrata o deus Aion,
divindade da eternidade que representa o tempo sem inicio e sem fim, no interior de uma
faixa rodeada pelos simbolos do zodiaco, como pode ser observado na Figura 4.

A topologia é o ramo da matematica que estuda as propriedades das figuras e espagos que se mantém
inalteradas sob deformagdes continuas, como esticar ou torcer, sem rasgar ou colar.
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Figura 4 — Mosaico de Aion

Fonte: Cartwright e Gonzélez (20216)

Ao observar a imagem, percebe-se que a faixa na qual Aion esta inserido apresenta
uma leve tor¢c&o continua, o que remete diretamente a estrutura da Faixa de Mdbius. Essa
caracteristica visual sugere a ideia de continuidade e de infinito, ja que ndo é possivel
identificar de forma clara um comeco ou um fim na superficie representada. Mesmo sem
conhecimento matematico formal na época, essa representacdo acaba trazendo uma nog¢ao
simbdlica de eternidade e da ciclicidade do tempo, associada a figura do deus Aion. Assim,
0 mosaico indica que, ainda na Antiguidade, ja existiam representacdes artisticas que se
aproximavam de conceitos que mais tarde seriam estudados pela topologia, mostrando uma
interessante relagdo entre arte, mitologia e matematica.

2.2 DAS APARICOES PARA A FORMALIZAGAO

Apods varios séculos de observacoes e estudos sobre superficies n&o orientaveis, essa
estrutura passou a ser formalizada por dois importantes estudiosos, consolidando-se como
uma das superficies mais conhecidas da geometria. Embora atualmente carregue o nome
de August Ferdinand Mobius, sua descoberta € frequentemente associada também a
Johann Benedict Listing, com quem divide os créditos de forma quase simultanea em 1858.
Listing publicou os resultados de seus trabalhos em 1861, enquanto Mobius conforme
Cartwright e Gonzélez (2016) apontam nunca publicou seus resultados e seu trabalho em
uma memoria em 1865 sendo apresentado suas contribui¢cdes posteriormente. No entanto,
Mobius apresentou suas ideias com mais rigor e profundidade matematica explorando os
conceitos da topologia fazendo ligagédo com os seus estudos sobre os poliedros, enquanto
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Listing n&o se aprofundou tanto em seus estudos. Vale ressaltar que ambos foram alunos
de Carl Friedrich Gauss, um importante matematico, fisico e astrbnomo alemao uma
importantissima figura em varia areas da ciéncia. A figura abaixo representa August
Ferdinand Mobius.

Figura 5 - August Ferdinand Mobius (1790-1868)
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Fonte: Mdbius, Plato e Savitsky (2023)

August Ferdinand Mobius (1790-1868) nasceu em 17 de novembro de 1790 em
Schulpforta, na Alemanha, onde estudou em casa até os treze anos, ingressando no
colégio local apenas em 1803. Ele era filho de Johann Heinrich Mdbius, professor de danga,
e de Johanna Katharine Christiane, descendente de Martinho Lutero?. Apos concluir sua
formagédo em Schulpforta ele ingressou na Universidade de Leipzig em 1809, matriculado
no curso de direito por influéncia de sua familia, mas logo saiu deste curso e ingressou
onde ele realmente se interessava, no curso de Matematica, Fisica e Astronomia, Souza
(2020). Mdbius foi em busca por um maior aprofundamento na astronomia que o levou
para a Universidade de Gottingen, tendo como professor Carl Friedrich Gauss (figura 6), o
gue contribuiu de forma significativa para aprendizagem e carreira de Mobius, com pouco
tempo depois ele se tornou professor de astronomia e diretor do observatério de Leipzig,
ao longo das décadas seguintes desenvolveu teorias pioneiras em geometria projetiva e
topologia que resultaram na famosa Faixa de Mobius em 1858.

2Martinho Lutero (1483—-1546), monge e tedlogo alemao, iniciou a Reforma Protestante em 1517 ao contestar
a venda de indulgéncias pela Igreja Catdlica. Ele rejeitou a compra do perdao, defendendo que a salvacao é
alcancada apenas pela fé.

Instituto Federal de Pernambuco. Campus Pesqueira. Curso de Licenciatura em Matematica. 07 de
julho de 2026.



Figura 6 - Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Fonte: https://wuw.britannica.com/biography/Carl-Friedrich-Gauss

O matematico Johann Benedict Listing (1808-1882), (figura 7), nasceu em 25 de julho
de 1808 na cidade de Frankfurt na Alemanha, Listing compartilhava com Mdbius nao
apenas o interesse pelas ciéncias exatas, mas também a forte influéncia de Carl Friedrich
Gauss que foi seu professor. Listing ingressou na Universidade de Gottingen em 1830
para estudar Matematica e Arquitetura, anos depois se tornou professor de fisica em
Gottingen sendo o responsavel por introduzir pela primeira vez o termo Topologia que vem
do alemao “Topologie” publicado em 1847, ajudando a batizar e consolidar essa nova area
da matematica.

Figura 7 — Johann Benedict Listing (1808-1882)

Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Listing/
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Assim como Mobius, as investigacdes de Listing o levaram a se deparar com a figura
unilateral e ndo orientavel em 1858, embora tenha sido o primeiro a publicar anotagdes sobre
a superficie quatro anos antes da publicacdo de Mobius como apontado por Editores da
Britannica (2025), o rigor € a conexado com a teoria dos poliedros apresentados por Mobius
acabaram por eternizar o nome de Mobius na faixa. Ainda assim, a contribuigdo de Listing
foi fundamental para o desenvolvimento da topologia moderna.

A formalizagcdo da Faixa de Mobius foi um grande avango na maneira que as formas
espaciais eram vistas e compreendidas na matematica, o que fez a faixa se tornar muito
conhecida por apresentar caracteristicas inéditas e fascinantes para aquele tempo, antes
dessa descoberta todas as superficies eram entendidas de maneira puramente intuitiva e
euclidiana, ou seja, possuiam obrigatoriamente dois lados distintos e independentes. E com
a chegada dessa nova descoberta ficou evidente que era possivel uma superficie apresentar
uma unica borda e uma unica face, com isso, foi necessario novas abordagens analiticas e
de visualizagdo matematica o que consolidou a faixa como um importante objeto de estudo
em diversas areas das exatas.

3 METODOLOGIA

A presente pesquisa caracteriza-se como um estudo de natureza qualitativa e descritiva,
desenvolvido por meio de pesquisa bibliografica, como aponta Gil (2008), esse tipo
de pesquisa € uma importante ferramenta que auxilia na expansdo do conhecimento
tracando novos horizontes. A proposta deste trabalho € explorar a Faixa de Mobius
sob uma perspectiva histérica, geométrica e pratica. Para isso, a pesquisa delimita-se
a desmistificar a superficie, apresentando suas principais propriedades e demonstrando
como esse conceito se materializa no dia a dia, sem aprofundar-se excessivamente nos
rigores abstratos da topologia. Para alcangar esse objetivo, o desenho metodolégico foi
estruturado nas seguintes etapas:

1. Definigdo do tema: O estudo da Faixa de Mdbius focando em seu resgate historico,
principais propriedades e algumas aplicagdes.

2. Levantamento de dados: A revisdo bibliografica foi realizada a partir de buscas
em plataformas e repositorios académicos, especificamente no acervo do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), no Google Académico
e na Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagdes (BDTD). Com um recorte
temporal de trabalhos académicos dos ultimos 10 anos, utilizando-se também o
Google para complementar e exemplificar algumas informagdes com artigos, sites e
livros, levando em consideragao para a selecédo dos trabalhos pesquisados o resgate
histérico, as principais propriedades e algumas aplicagdes.

3. Levantamento histérico: A primeira etapa consistiu em uma revisdo de literatura
focada no resgate histérico da superficie. Foram analisados registros documentais
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que abordam desde as suas representacdes visuais intuitivas na antiguidade, como
no mosaico romano do deus Aion, até a sua formalizagdo matematica no século XIX
pelos estudiosos August Ferdinand Mobius e Johann Benedict Listing.

4. Analise das propriedades matematicas: A pesquisa concentrou-se na fundamentacao
geomeétrica da superficie. Utilizando referenciais teoricos, o foco foi descrever e
sistematizar as caracteristicas centrais da faixa, abordando especificamente sua
unilateralidade, n&o orientabilidade, parametrizacdo e comportamento quando
submetida a cortes longitudinais.

5. Mapeamento de aplicag6es: Essa etapa consistiu na coleta de exemplos praticos e
visuais que comprovam a materializagao desse conceito matematico na sociedade. O
levantamento abrangeu engenharia mecanica, nanotecnologia, arte e arquitetura.

6. Recursos tecnolégicos: Foram utilizados o Overleaf para digitagdo e organizagao
do texto académico, bem como o software GeoGebra para representagéo grafica.

O estudo assumiu um carater qualitativo, bibliografico e descritivo, tendo como
centralidade a desmistificacdo dessa superficie topoldgica para conectar o rigor matematico
abstrato a realidade pratica do cotidiano. Para sustentar essa analise, os principais
conceitos abordados transitam entre a topologia sem muito aprofundamento e a
geometria analitica, com foco direto na unilateralidade, na nao orientabilidade, na
parametrizacdo tridimensional e nas caracteristicas estruturais reveladas por cortes
longitudinais. Complementarmente, a pesquisa aborda a interdisciplinaridade desse
conceito, evidenciando como essas propriedades se materializam em aplicagoes.

4 PROPRIEDADES MATEMATICAS

A Faixa de Mobius, é uma superficie que desafia as nogdes geométricas classicas
ao corromper os conceitos fundamentais de superficie, fronteira e espago, enquanto as
figuras geométricas convencionais com as quais interagimos no nosso cotidiano como a
esfera, o cilindro ou até mesmo com uma simples folha de papel que possuem duas faces
distintas e independentes, a estrutura resultante da unido de uma meia torcdo em um
pedaco retangular de papel rompeu com varias concepgdes revelando suas caracteristicas
fascinantes e inovadoras.

4.1 UNILATERALIDADE E NAO ORIENTABILIDADE

A propriedade mais marcante e intuitiva da Faixa de Mobius € a sua unilateralidade, isto
€, o fato de possuir apenas uma unica face. Pode-se demonstrar essa caracteristica ao
tracar uma linha continua, a partir de um ponto inicial, ao longo do centro da faixa. Ao fazer
isso, nota-se que a linha percorre toda a extensao da superficie sem que seja necessario
tirar a caneta do papel. Portanto, esse pequeno experimento comprova que a Faixa de
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Mobius possui apenas um lado. Assim como possui apenas uma face, a Faixa de Mdbius
apresenta também a caracteristica de ter uma unica borda continua. Essas propriedades
podem ser visualizadas na figura a seguir.

Figura 8 — Faixa de Mdbius

Fonte: Autoria prépria (2026)

Acompanhando a borda destacada na cor vermelha, vemos que retornaremos para o
mesmo ponto de partida, o que n&o aconteceria se esse mesmo experimento fosse realizado
sem fazer esta rotacdo de 180 antes da juncédo das extremidades os resultados seriam
duas bordas independentes e diferentes, a borda superior e a inferior. No caso da Faixa
de Mobius, com a rotagdo de 180 aplicada nas suas extremidades faz com que se una a
extremidade superior de um lado com a inferior do outro lado.

Dessas caracteristicas decorre o conceito de n&o orientabilidade, mas o que é
orientabilidade? A definicdo a seguir foi baseada no livro "Geometria Diferencial de Curvas
e Superficies”.

Definicao: Uma superficie regular S é orientavel se for possivel cobri-la com uma familia de
vizinhancas coordenadas, de tal modo que se um ponto P € S pertence a duas vizinhancas
dessa familia, entdo a mudanca de coordenadas tem Jacobiano positivo em P. A escolha
de uma tal familia é chamada uma orientacdo de S, e S, neste caso, diz-se orientada.
Se uma tal escolha ndo é possivel, a superficie é ndo-orientavel. Se S ¢ orientada, uma
parametrizagao (local) x € compativel com a orientacdo de S se, juntando x a familia de
parametriza¢des dada pela orientacdo, obtem-se ainda uma (logo, a mesma) orientagao de
S.

Proposicdo: Uma superficie regular S C R? é orientavel se e somente se existe um campo
diferenciavel N: S — R? de vetores normais em S. Carmo (2012)

Demonstragdo:A prova é dividida em duas partes: Carmo (2012)

Se S é orientéavel: E possivel cobrir S com uma familia de vizinhangas coordenadas de forma
gue, naintersecao de quaisquer duas, a mudanga de coordenadas tenha Jacobiano positivo.
Assim, define-se o vetor normal como N(p) = N(u,v) em cada vizinhanca. Gragas ao
Jacobiano positivo, os vetores normais calculados em diferentes parametrizacoes, N (u,v)
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e N(u,v), coincidem nas interse¢des. Sendo as coordenadas construidas a partir do produto
vetorial, N € uma aplicacao diferenciavel.

Se existe o campo diferenciavel N: Cobre-se S com vizinhangas coordenadas conexas.
Pela continuidade do campo normal, e intercambiando os parametros « e v se for necessario,
podemos garantir que, para cada vizinhancga:

Demonstracgéo.

Ty N\ Ty

N(p) (1)

- |z A x|

O produto interno a seguir sera uma fungéo continua na vizinhanga (que € conexa), logo
assumira um sinal constante:

Ty N
N L ==*£1 2
(N 20 = @
Se f = —1, trocamos u e v para obter f = 1. Ao fazer isso para todas as vizinhangas,

analisa-se a intersecédo de quaisquer duas, dadas por z(u,v) e z(u,v). O Jacobiano da
mudanca de coordenadas,

Q

<

)
)

(u,
(a,

)

Q

]}

deve ser estritamente positivo. Caso fosse negativo, teriamos a seguinte contradigéo na

intersecao:
Ta N\ Ty
u v N 4
|Za A T (p) @)
Ty N T
et N 5
o A ] (p) (5)

Como essa contradigdo nado pode ocorrer (pois N é bem definido e diferenciavel), o
Jacobiano é sempre positivo, provando que a familia de vizinhangas coordenadas satisfaz
a condi¢ao de orientabilidade para S.

]

Portanto, do ponto de vista intuitivo, afirmar que uma superficie € nao orientavel
equivale a dizer que ela ndao possui a distingdo entre "lado de dentro”e "lado de fora”. Outra
propriedade geométrica notavel da Faixa de Mobius pode ser observada ao realizarmos
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cortes longitudinais® em sua estrutura. Retomando o exemplo da linha tragada no centro
da faixa: se a superficie for cortada ao longo de toda a extensao dessa linha, de forma
contra-intuitiva, o resultado ndo sera a divisdo em duas Faixas de Mdbius independentes.
Em vez disso, obtém-se uma unica faixa mais longa, contendo duas torgbes (figura 9).
Além disso, se um novo corte central for realizado ao longo dessa nova faixa resultante,
ela finalmente se dividira. No entanto, o resultado serao duas fitas distintas, cada uma com
duas tor¢des que permanecerao entrelagadas entre si, conforme ilustrado na figura 10.

Figura 9 — Um corte

&

Fonte: https://www.ciensacao.org/experimento_mao_na_massa/e5032m_moebius.html

Figura 10 — Dois cortes

&

Fonte: https://www.ciensacao.org/experimento_mao_na_massa/e5032m_moebius.html

Esses fenbmenos observados experimentalmente demonstram que a Faixa de Mdbius
possui propriedades unicas e singulares. Se o mesmo experimento de corte fosse realizado
em uma superficie convencional (figura 11), como o anel cilindrico, resultaria em duas
superficies independentes. Contudo, a aplicagdo da meia-tor¢ao (180°) modifica a topologia
do objeto; assim, um corte longitudinal n&o separa a pega, mas altera o seu comprimento e
0 numero de torcdes internas.

3Cortes longitudinais sdo cortes realizados no sentido do comprimento de um objeto ou superficie, isto &,
acompanhando sua maior extensdo, e ndo atravessando sua largura. Em uma tira de papel, por exemplo,
um corte longitudinal seria feito de uma extremidade a outra, seguindo o0 seu comprimento.
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Figura 11 — Anel Cilindrico

Fonte: Autoria prépria (2026)

Para além da manipulacado fisica, € fundamental sistematizar o comportamento da
faixa submetida a cortes longitudinais, expressando essas transformacgdes através de
generalizagbes matematicas. Para modelar matematicamente estes fendbmenos, define-se
um retangulo inicial bidimensional de comprimento L e largura M, seja n 0 numero de
meias-voltas (onde cada meia-volta equivale a uma rotagédo de 180° aplicadas a esta fita
antes da colagem das suas extremidades) e neste caso tomamos n = 0 apds a unidao
de suas extremidades e ao realizar o corte longitudinalmente e ao meio percebemos que
havera separacédo apos o corte. A Faixa de Mobius corresponde estritamente ao caso
em que n = 1 o comportamento topoldgico e as caracteristicas geométricas da superficie
resultante apds um corte continuo dependem fundamentalmente da paridade do numero
de tor¢oes n da faixa, com isso se n for um numero par a superficie sera orientavel e apds
a realizagao de um corte longitudinal ira separar a superficie e se n for igual a um numero
impar sera nao orientavel e apds o corte ndo havera separacéo.

Estando estreitamente relacionada a Teoria dos Nés 4. Os nds podem ser considerados
como formados pelo entrelagamento e lagcada de um pedacgo de barbante de qualquer
maneira, unindo-se as extremidades. Portanto, apds cada corte realizado na faixa
percebe-se que obtemos tor¢des que também podemos chamar de nos.

4.2 PARAMETRIZAGCAO

Na geometria diferencial, a propriedade de orientabilidade de uma superficie esta
intrinsecamente ligada a possibilidade de definirmos um campo de vetores normais
unitarios continuo em toda a extensao da superficie. De maneira intuitiva, uma superficie
€ orientavel se possuimos uma nogao consistente de "lado de dentro’e "lado de fora”(ou
"acima’e "abaixo”) que nao se altera ao percorrermos qualquer caminho fechado contido
nela.Para verificar essa propriedade analiticamente, examinamos as mudancas de
coordenadas entre as vizinhangas que cobrem a superficie. Se, em todas as intersecoes,

4A teoria dos nés é o estudo topoldgico de curvas fechadas no espago tridimensional. De forma intuitiva, um né
matematico € como uma corda cujas pontas foram unidas, e essa teoria investiga quais deformacdées (como
esticar ou torcer) podem ser feitas nessa estrutura sem que ela atravesse a si mesma ou seja cortada.
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o Jacobiano da mudanca de coordenadas for positivo, a orientagcdo é preservada,
garantindo a orientabilidade global. Caso contrario, se for possivel encontrar uma transi¢cao
com Jacobiano negativo, a superficie ndo pode ser orientada globalmente. Abaixo,
apresentamos o desenvolvimento analitico para a Faixa de Mdbius, que serve como o
exemplo fundamental de uma superficie regular ndo-orientavel em R3?. Os conceitos a
seqguir foi baseada no livio "Geometria Diferencial de Curvas e Superficies”

Exemplo 3. Descreveremos agora um exemplo de uma superficie ndo-orientavel, a
chamada faixa de Mobius (figura 12). Essa superficie € obtida considerando o circulo S!
dado por 22 + 4> = 4 e 0 segmento aberto AB dado no plano yz por y = 2, |z| < 1.
Deslocamos o centro ¢ de AB ao longo de S!, e giramos AB em torno de ¢, no plano
formado por Oz e ¢, de tal modo que quando ¢ descreve um angulo u, AB tenha girado
u/2. Quando c completa uma volta ao longo de S*, AB retorna a sua posigdo inicial, com os
pontos extremos invertidos.

Figura 12 — Campo de Vetores Normais ao Longo da Faixa de Mdbius

Fonte: Carmo(2012)

E geometricamente evidente que a faixa de Mobius M é uma superficie regular
nao-orientavel. Com efeito, se M fosse orientavel, existiria um campo diferenciavel
N : M — R? de vetores normais unitarios. Tomando esses vetores ao longo do circulo
2% + y? = 4, veremos que, depois de uma volta completa, N voltaria a sua posigado inicial
como —N, 0 que é uma contradi¢ao.

Daremos agora uma demonstragéo analitica dos fatos mencionados acima. Um sistema de
coordenadas locais para a faixa de Mobius € dado por:

U u U
z(u,v) = <<2 —vsen 5) senu, <2 —vsen 5) COS u, v COS 5) (6)

onde 0 < u < 27 e —1 < v < 1. A vizinhanga coordenada correspondente omite os pontos
do intervalo aberto v = 0. Tomando agora Ox como origem dos u’s, obtemos uma outra
parametrizacéo z(u, v) dada por:
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cuja vizinhanga coordenada omite o intervalo u = 7 /2. Essas duas vizinhancas coordenadas

cobrem a faixa de Mobius, e mostram que ela € uma superficie regular.

Observe que a intersegao das duas vizinhangas coordenadas nao é conexa, mas constituida

de duas componentes conexas:

Wy = {x(u7v):g<u<27r},

Wy = {:E(u,v):()<u<z

A mudanca de coordenadas é dada por:

Decorre que:

d(u,v)

2w, v) =1>0 emW,
e

d(u,v)

A, >_—1<O em Ws.

(8)

(10)

(12)
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Para mostrar que a faixa de Mdbius & n&o-orientavel, vamos supor que seja possivel
definir um campo diferenciavel de vetores normais N : M — R?. Intercambiando u e v se
necessario, podemos admitir que:

Ly N\ Ty

N(p) (13)

N |Ty A 2|

para todo p na vizinhanga coordenada de z(u,v). Analogamente, podemos admitir que:

T N\ Tp

N(p) = ——= (14)

|Za A 25|

para todos os pontos da vizinhanga coordenada z(u,v). Entretanto, o Jacobiano da
mudanca de coordenadas deve ser —1 em W; ou em W, (dependendo das eventuais
mudangas do tipo ©« — v, u — v que tenham sido feitas). Se p é um ponto dessa
componente da intersegéo, entdo N(p) = —N(p), 0 que é uma contradigéo.

Portanto, a suposicdo de que a faixa de Mobius admite um campo diferenciavel
e global de vetores normais unitarios € insustentavel, essa contradicdo liquida a
hipétese de orientabilidade, provando analiticamente que a Faixa de Mobius € uma
superficie regular nao-orientavel. Com isso, conclui-se que a orientabilidade nao é
uma propriedade puramente local, mas sim uma caracteristica global da superficie a
impossibilidade de estender continuamente um vetor normal unitario por toda a sua
extensao reflete geometricamente a auséncia de uma distingdo consistente entre "dentro’e
"fora”, consolidando a Faixa de Mobius como o exemplo classico de uma superficie que
possui uma Unica face em R3.

5 APLICACOES

Como discutido anteriormente, a Faixa de Mdbius transcende a abstragcdo matematica e
os conceitos euclidianos classicos, a unilateralidade e a ndo orientabilidade, propriedades
que em um primeiro momento pareciam ser apenas curiosidades matematicas criadas pela
mente de gebmetras do século XIX, revelaram-se solugdes geniais e importantissimas
para problemas praticos, tecnolégicos e industriais no mundo real. A transi¢cao da topologia
tedrica para a aplicabilidade pratica demonstra a interdisciplinaridade da matematica a
capacidade de utilizar uma unica superficie de forma continua e ininterrupta permitiu
que engenheiros, fisicos, quimicos e artistas otimizassem processos, criassem novos
componentes e expressassem a ideia do infinito de forma material e tangivel. A seguir,
exploram-se de forma detalhada as principais e mais impactantes aplicagées da Faixa de
Mdbius em diversas areas do conhecimento humano.

Instituto Federal de Pernambuco. Campus Pesqueira. Curso de Licenciatura em Matematica. 07 de
julho de 2026.



18

5.1 MECANICA

Uma das utilizagdes praticas mais notaveis, intuitivas e financeiramente vantajosas
das propriedades geométricas da Faixa de Mdbius encontra-se na engenharia mecéanica
e na industria, mais especificamente no design de correias transportadoras (figura 13).
Em um sistema de correia convencional que possui a forma cilindrica comum, com um
lado de dentro e um lado de fora bem definidos, o desgaste gerado pelo atrito constante,
engrenagens e materiais transportados ocorre de maneira desigual, isso resulta em uma
vida util reduzida e paradas frequentes para manutencéo e substituicdo do equipamento.

A solucéo encontrada pela industria foi a aplicacdo direta do conceito matematico
ao introduzir uma meia torcdo de 180° na correia antes de unir suas extremidades,
transforma-se a esteira em uma superficie de Modbius e como aponta Calga, Anoushka
(2026) a aplicagao dessa meia torcédo prolonga a vida util da peca e possibilita que ambas
as superficies se desgastem igualmente.

Figura 13 — Correias Transportadoras

Fonte: https://share.google/tk8y0z5hOmFvtWWEL

5.2 QUIMICA E NANOTECNOLOGIA

Em um nivel ainda mais microscoépico, a Faixa de Mobius inspirou avangos notaveis
na quimica moderna e na nanotecnologia, desafiando a forma como compreendemos a
estrutura molecular.

Contudo, os avangos nos métodos de sintese quimica® permitiram que, cientistas
finalmente sintetizassem as chamadas "Moléculas de Mobius”, criando compostos
organicos em formato de anéis que contém a meia tor¢céo caracteristica conforme revelam
Mobius, Plato e Savitsky (2023) um exemplo extraordinario € o ciclotideo Kalata B1 (figura
14). Diferente das moléculas de anéis convencionais, as moléculas aromaticas de Mdbius

SMétodos de sintese quimica sdo formas de produzir novas moléculas em laboratério, combinando substancias
mais simples por meio de reagdes quimicas controladas.
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(figura 15) apresentam propriedades quanticas, magnéticas, Opticas e de conducgédo de
elétrons completamente inéditas e contraintuitivas como apontado por Calga, Anoushka
(2026) esses compostos aromaticos, tém um circuito de elétrons que se torce de uma
forma que ajuda a explicar padrées incomuns de estabilidade molecular. Esse avango
demonstra como a geometria espacial dita 0 comportamento da matéria em escala atdbmica,
abrindo um vasto leque de possibilidades para o desenvolvimento de novos nanomateriais
sintéticos, chaves moleculares e condutores para a computacao do futuro.

Figura 14 — Ciclotideo Kalata B1

Fonte: Mdbius, Plato e Savitsky (2023)

Figura 15 — Moléculas Aromaticas de Mdbius

Fonte: Mdbius, Plato e Savitsky (2023)

5.3 ARTE, ARQUITETURA E ENSINO

Para além das ciéncias e engenharias, a Faixa de Mobius exerce um fascinio na
representacdo visual, na arquitetura e nas artes, sendo a materializacao estética perfeita
da continuidade e do infinito. Como ja evidenciado na introducdo deste trabalho por meio
do simbolo universal da reciclagem (desenhado por Gary Anderson para representar um
ciclo continuo e inesgotavel) e logotipos institucionais, a faixa esta visualmente enraizada
no nosso cotidiano.
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Na arte, a obra do genial artista grafico holandés M.C. Escher que ficou conhecido por
suas obras incompreensiveis (figura 16), e inquestionavelmente, a mais famosa exploracao
visual dessa superficie. Na sua litogravura intitulada Fita de Mdbius Il (Formigas Vermelhas),
concluida em 1963, e segundo Mdbius, Plato e Savitsky (2023) mostra formigas rastejando
na faixa com a intenc&o de percorrer todas as partes de sua (doce) superficie, (figura 17).

Figura 16 — Obra de M.C. Escher

Fonte: https://wuw.bbc.com/portuguese/geral-45659225

Figura 17 — Fita de Mdbius |l

Fonte: Mdbius, Plato e Savitsky (2023)

Na arquitetura contemporanea, a fluidez continua da faixa serve de inspiracado para
desafiar a rigidez euclidiana das constru¢des tradicionais. Arquitetos utilizam o conceito
de Mobius para criar edificios e pontes onde ndo ha distingdo formal e estrutural clara entre
teto, parede e chéo, por exemplo a figura 18 da Ponte Wuchazi, na China.

Instituto Federal de Pernambuco. Campus Pesqueira. Curso de Licenciatura em Matematica. 07 de
julho de 2026.



21

Figura 18 — Ponte Wuchazi

Fonte: https://wuw.cetroconcursos.org.br/tiras-de-mobius-tao-simples-de-criar-tao-d

ificeis-de-entender/

Por fim, no contexto da educacdo matematica a Faixa de Mobius atua como uma
ferramenta pedagdgica de valor inestimavel. Em um ambiente escolar frequentemente
marcado pela memorizacdo de formulas e pela rigidez da geometria plana tradicional, a
superficie de Mobius oferece uma experiéncia de aprendizagem tatil, visual e construtivista.

6 RESULTADOS E ANALISES

A analise dos dados e os resultados obtidos neste estudo revelam que a transi¢cao
entre a teoria geométrica abstrata e a observagao de modelos tridimensionais proporciona
uma compreensao mais ampla e aprofundada das propriedades das superficies. Ao
investigar as caracteristicas da Faixa de Mdbius, um dos primeiros resultados relevantes
observados refere-se ao contraste entre sua estrutura e a percepcéo espacial construida
a partir da geometria euclidiana tradicional. Em geral, estamos habituados a interagir com
objetos que apresentam duas faces distintas, como uma folha de papel, na qual é possivel
distinguir facilmente um lado do outro sem que exista comunicac¢ao entre essas superficies.
Entretanto, a analise da Faixa de Mobius evidenciou que tal compreensao intuitiva nao
pode ser generalizada para todas as estruturas geométricas.

A modelagem tridimensional da superficie permitiu verificar que a Faixa de Maobius
contradiz essa logica convencional, ao apresentar uma unica face e uma unica borda
continua. Esse resultado demonstra que determinadas propriedades geométricas nao
podem ser compreendidas apenas por meio da observacdo de uma superficie, exigindo
uma analise de sua estrutura. Tal comportamento evidencia uma ruptura com concepgdes
espaciais tradicionais, mostrando que conceitos aparentemente simples, como a distingao
entre dois lados independentes, podem assumir caracteristicas completamente diferentes
em determinadas constru¢cdes matematicas.

Para demonstrar esse fendmeno, o estudo concentrou-se na analise do comportamento
de um vetor perpendicular associado a superficie. O deslocamento continuo desse vetor ao
longo da linha central da faixa permitiu observar alteracdes em sua orientagdo espacial ao
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percorrer toda a extensao da estrutura. Em uma superficie convencional, apés uma volta
completa, o vetor retornaria ao ponto inicial mantendo a mesma orientacdo. Entretanto,
na Faixa de Mobius, observou-se que ao completar o percurso o vetor retorna ao ponto
de origem apontando para a diregao oposta, apresentando uma inversao em seu sentido
inicial. Esse comportamento evidencia de forma visual e geométrica a propriedade da nao
orientabilidade.

Do ponto de vista matematico, esse resultado possui importancia significativa, pois
demonstra que nao existe uma definicdo consistente de orientagdo ao longo de toda a
superficie. Em termos analiticos, essa inversao pode ser interpretada pelo comportamento
das mudancgas de coordenadas associadas a parametrizagao da faixa, em que determinadas
transigcdes apresentam inversao de orientacdo. Dessa forma, conceitos intuitivos como
“acima” e “abaixo”, “interno” e “externo”, deixam de possuir uma interpretagdo bem definida.
A analise permitiu compreender que a orientabilidade ndao corresponde apenas a uma
propriedade local da superficie, mas constitui uma caracteristica associada a estrutura

completa do objeto.

Outro resultado importante obtido durante a investigagao relaciona-se ao comportamento
da Faixa de Mobius quando submetida a cortes longitudinais. Inicialmente, realizou-se um
corte exatamente ao longo da linha média da superficie embora a expectativa intuitiva fosse
a divisdo da estrutura em duas partes independentes, o resultado observado mostrou a
formacao de uma unica faixa continua, mais estreita, com comprimento ampliado e contendo
duas tor¢des completas. Esse comportamento apresentou-se contrario ao esperado quando
comparado ao comportamento de uma fita convencional.

A analise desse resultado evidencia que pequenas alteragdes na estrutura geomeétrica
podem provocar mudangas significativas nas propriedades do objeto. Diferentemente de
superficies orientaveis comuns, a presenca da meia torgcdo modifica a organizagao espacial
da faixa, alterando a maneira como suas regides permanecem conectadas além disso, ao
realizar um novo corte longitudinal na estrutura resultante, observou-se a formacgao de duas
faixas distintas que permanecem entrelacadas entre si. Esse resultado demonstra que as
propriedades topoldgicas da superficie influenciam diretamente o comportamento obtido
apos determinadas transformacoes.

Além dos aspectos tedricos, os resultados permitiram identificar a presenga dessas
propriedades em aplicacdes praticas relacionadas a diferentes areas do conhecimento na
engenharia mecanica, observou-se que o conceito da Faixa de Mdbius pode ser aplicado
na construgcao de correias industriais e sistemas de transmissao, permitindo um desgaste
mais uniforme do material e contribuindo para o aumento de sua vida util. Em areas como
arquitetura, arte e design, sua estrutura continua inspira construgdes e representagdes
visuais que exploram ideias relacionadas a continuidade, ao movimento e ao infinito.

No contexto educacional, os resultados obtidos também reforcam a relevancia
pedagdgica dessa superficie matematica a utilizagado de recursos visuais e experimentais
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possibilita que conceitos frequentemente tratados de maneira abstrata sejam compreendidos
de forma mais concreta. Além disso, a investigacdo da Faixa de Mobius estimula a
curiosidade e incentiva a construcdo do conhecimento por meio da observacido, da
formulagao de hipoteses e da experimentagao.

Os resultados obtidos evidenciam, portanto, que a Faixa de Mdbius constitui um exemplo
significativo de como conceitos matematicos abstratos podem ser compreendidos por meio
de representagbes geométricas e interpretagdes visuais. As observacgdes realizadas
reforcam a relagdo entre teoria e pratica, demonstrando que propriedades inicialmente
tratadas apenas em ambito matematico podem contribuir para aplicacbes concretas em
diferentes areas do conhecimento. Dessa maneira, os resultados encontrados confirmam
0s objetivos propostos nesta pesquisa, evidenciando que a matematica ultrapassa os
limites da abstracdo e se manifesta de maneira presente e aplicavel em diversos contextos
da realidade.

7 CONSIDERAGOES FINAIS

Ao longo deste trabalho foi possivel compreender que a Faixa de Mobius representa
muito mais do que uma curiosidade matematica, seu estudo permitiu observar como
conceitos que, inicialmente, parecem distantes da realidade cotidiana podem apresentar
aplicacbes e interpretacdes relevantes em diferentes areas do conhecimento. A
investigacao realizada evidenciou que a matematica nao se limita a resolugao de calculos
ou a utilizagdo de férmulas, mas constitui um campo amplo capaz de explicar fenbmenos,
estimular questionamentos e estabelecer relagdes entre teoria e pratica.

Por meio do resgate histérico apresentado, observou-se que as caracteristicas
associadas a Faixa de Mobius ja estavam presentes em manifestagdes artisticas e culturais
muito antes de sua formalizagdo matematica. Posteriormente, com as contribuicbes de
August Ferdinand Mobius e Johann Benedict Listing, essa estrutura passou a ser estudada
de maneira sistematica, tornando-se um importante objeto para o desenvolvimento da
topologia moderna. Esse percurso histérico evidencia que a construgdo do conhecimento
matematico ocorre de forma gradual, sendo resultado de observagdes, investigagdes e
aperfeicoamentos ao longo do tempo.

No que se refere as propriedades matematicas abordadas, verificou-se que a Faixa
de Mobius rompe com percepgdes intuitivas construidas a partir da geometria tradicional.
Suas caracteristicas de unilateralidade e nao orientabilidade demonstram que nem todas
as superficies podem ser compreendidas a partir das nogdes convencionais de interior
e exterior, ou de lados independentes. Além disso, os experimentos relacionados aos
cortes longitudinais revelaram comportamentos inesperados, mostrando que pequenas
modificagdes estruturais podem gerar resultados significativamente diferentes do esperado.

Também foi possivel perceber que a importancia dessa superficie ultrapassa os limites

da teoria matematica. As aplicacdes apresentadas demonstram sua presencga em diferentes
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contextos, abrangendo desde processos industriais e estudos quimicos até manifestagdes
artisticas, arquitetébnicas e educacionais. Isso reforca a ideia de que muitos conceitos
matematicos considerados abstratos possuem impacto direto no desenvolvimento cientifico
e tecnoldgico, contribuindo para a criagdo de solugdes praticas e para a compreensao de
diversos fenbmenos presentes na sociedade.

Além disso, o estudo da Faixa de Mdbius apresenta relevante potencial pedagogico,
uma vez que possibilita uma abordagem mais dindmica e investigativa do ensino de
matematica. A utilizacdo de construgdes, observacdes e experimentagcbes permite que
0 processo de aprendizagem se torne mais significativo, despertando a curiosidade e
incentivando o desenvolvimento do pensamento critico. Dessa forma, o estudante deixa de
ocupar apenas uma posicao passiva diante dos conteudos e passa a participar ativamente
da construgao do conhecimento.

Embora os objetivos propostos neste estudo tenham sido alcangados ao explorar a Faixa
de Mobius sob as perspectivas histérica, geométrica e pratica, € fundamental registrar as
limitagbes metodologicas e tedricas que cercaram a elaboragao desta pesquisa. A principal
dificuldade pratica enfrentada residiu na realizagao do levantamento bibliografico em lingua
portuguesa, a escassez de literatura cientifica densa e detalhada publicada originalmente
em nosso idioma sobre o tema, a maior parte das produgdes nacionais disponiveis
limita-se a abordagens extremamente resumidas e introdutérias. Em conformidade com as
delimitagcbes estabelecidas na introducéao, este trabalho optou por ndo adentrar de maneira
detalhada no formalismo matematico abstrato e nos rigores tedricos proprios da topologia
geral, concentrando-se em desmistificar a superficie de forma acessivel e correlaciona-la
com o cotidiano. Diante dessas limitacbes e com o propédsito de incentivar a continuidade
académica e a expansao das investigacdes sobre esta estrutura geométrica, sugerem-se
as seguintes propostas para estudos futuros:

1. Aprofundamento Formal no Campo da Topologia Geral e Algébrica: Uma
pesquisa voltada para a matematica pura e abstrata em vez de focar na construgao
visual ou fisica da Faixa de M&bius, que busque estudar o objeto por meio de
estruturas algébricas.

2. Estudo Geométrico por meio da Geometria Diferencial: Focado no caélculo
avangado, na analise de fungbes coordenadas e nas propriedades métricas locais da
faixa como curvatura e vetores tangentes.

3. Desenvolvimento e Avaliagado de Sequéncias Didaticas no Ensino de Matematica:
Um trabalho de campo voltado para a educagao matematica através da elaboracao de
uma sequéncia didatica focada na Faixa de Mobius e aplica-la com alunos baseadas
em experimentos de manipulagao fisica e cortes longitudinais da faixa.
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4. Modelagem Geométrica Computacional Interativa e Impressao 3D: Unir a
matematica abstrata com demonstracdes visuais e fabricacdo usando impressoras
3D para demonstragcées mais complexas.

5. Anadlise Comparativa de Superficies Nao Orientaveis e unilaterais: Um estudo
comparativo que busque novos horizontes geométricos para além da faixa, analisando
outras formas que também desafiam a percep¢ao espacial convencional e pouco
conhecidos.

Por fim, conclui-se que os objetivos propostos neste trabalho foram alcangcados, uma
vez que foi possivel explorar a Faixa de Mobius sob perspectivas histéricas, geométricas e
praticas, estabelecendo relagdes entre seus fundamentos matematicos e suas aplicagcboes
no cotidiano. Espera-se que esta pesquisa possa contribuir para a compreensao
dessa superficie e estimular novos estudos que ampliem sua investigagdo, permitindo
aprofundamentos em areas como, a geometria diferencial e ensino da matematica,
fortalecendo a percepg¢ao da matematica como uma ciéncia presente, dindmica e
constantemente conectada ao mundo real.
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