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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de apresentar o regime financeiro de capitalizagao
continua e aplica-lo as principais fungbes classicas de sobrevivéncia (De Moivre,
Gompertz-Makeham, Exponencial e Weibull). Para tanto vai desenvolver a teoria
subjacente a partir de pesquisa bibliografica, partindo de conceitos introdutérios como
juros simples, juros compostos, taxas proporcionais, taxas equivalentes, taxas de
juros nominais e efetivas, construindo os fundamentos matematicos necessarios para
estabelecer os conceitos de taxa de juros instantédnea ou continua e o correspondente
regime de capitalizacdo continuo. Serdo apresentadas noc¢des basicas e gerais
desses modelos para, em seguida, explorar as caracteristicas mais especificas de
cada um e relaciona-las ao regime de capitalizacao continua. Destaca-se que os
modelos abordados sugerem descricbes tedricas que tentam descrever
comportamentos, quer sejam a mortalidade de uma populag¢ao quer seja uma funcao

cumulativa.

palavras-chave: modelos atuariais de sobrevivéncia; tabuas de vida; for¢ca de juros;

forca de mortalidade; fungdes cumulativas.



ABSTRACT
This paper presents the continuous compounding financial regime and applies it to the
principal classical survival functions (de Moivre, Gompertz—Makeham, exponential,
and Weibull). To this end, it develops the underlying theory through a bibliographic
review, starting from introductory concepts like simple interest, compound interest,
proportional rates, equivalent rates, nominal and effective interest rates, to build the
mathematical foundations for instantaneous, or continuous, interest rates and the
corresponding continuous compounding regime. It first presents basic and general
notions of these models, followed by an exploration of their specific characteristics and
their relation to continuous compounding. Notably, the models addressed offer
theoretical descriptions of behaviors, such as population mortality or cumulative

functions.

Keywords: actuarial survival models; life tables; force of interest; force of mortality;

cumulative functions.
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1 INTRODUCAO

A Capitalizagcado continua € um sistema de capitalizagdo em que o principal
investido é capitalizado instantaneamente. Diferentemente dos sistemas de
capitalizacao tradicionais, nos quais a capitalizacao ocorre em periodos discretos de
tempo (anual, quadrimestral, mensal, diario etc.), o sistema de capitalizacdo continua

flui, como o préprio nome diz, de maneira continua e instantanea.

Conforme Samanez (2007):

Na pratica, muitas situagcées exigem o uso da capitalizacdo continua. As
empresas recebem e fazem pagamentos muitas vezes durante um dia,
padrdo esse que estd mais proximo da suposicdo de fluxos continuos
uniformemente distribuidos do que de fluxos discretos de fim de periodo
(Samanez, 2007).

A capitalizacdao continua constitui, portanto, uma forma alternativa de

capitalizacdo em finangas adequada a diversos produtos. Sobre isso, o autor destaca:

A capitalizacdo continua é uma ferramenta muito usada em finangas na
avaliagdo de opgdes, derivativos, projetos de investimento, geragéo de lucros
da empresa, desgaste de equipamentos e outras situagdes em que os fluxos
monetarios se encontram distribuidos uniformemente no tempo (Samanez,
2007).

Este trabalho estruturou-se a partir dos seguintes objetivos:

1.1 Objetivo geral:

e apresentar o regime de capitalizacdo continua aplicado aos modelos de
sobrevivéncia estabelecendo uma ponte entre a Matematica Financeira e

atuarial.
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1.2 Objetivos especificos:

e Apresentar conceitos basicos de Matematica Financeira indispensaveis para
construcao do modelo de capitalizagao continua;

¢ Definir e relacionar taxa de juros instantanea (forca de juros) com forca de
mortalidade;

e Obter a partir de derivagdo o modelo de capitalizagao continua uniforme e
variavel;

e |Introduzir e apresentar as caracteristicas gerais dos modelos de
sobrevivéncias;

e Analisar e associar a aplicagao da capitalizagao continua aos modelos
classicos de sobrevivéncia (De Moivre, Exponencial, Gompertz- Makehem e
Weibull);

e Construir uma tabua de vida ficticia e estimar a taxa instantanea discreta;

e Calcular e comparar os montantes acumulados;

¢ Avaliar as vantagens e limitacbes da abordagem de capitalizacao continua em

relacao a outras formas de capitalizagdo no contexto financeiro e atuarial.

Este estudo € uma pesquisa bibliografica e tedrica aplicada e desenvolveu-se
a partir de literatura especializada na area de Matematica Financeira, Atuarial e

Estatistica. Toda a abordagem foi subdividida em sec¢des.

Na secao 1 abordaremos os fundamentos basicos da teoria, conceitos
indispensaveis como taxas de juros, regimes de capitalizacdo simples e composto e
seus modelos matematicos, taxas proporcionais e equivalentes.

Na secdo 2 serdo apresentadas as taxas de juros nominal e efetiva
fundamentais ao entendimento das se¢des seguintes.

Na secao 3 serao apresentados a taxa de juros instantdnea e a capitalizacao
continua.

Na secdo 4 serdo apresentadas as leis de sobrevivéncia e seus modelos
obtidos a partir do sistema de capitalizacao continuo. Ainda nesta secao séao feitas
simulagcbées numéricas, comparagdes e resultados e, por fim, apresentados conceitos

atuariais e construidas as tabuas de vida, que constarao nos apéndices.
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2 CONCEITOS INTRODUTORIOS

Toda a Matematica Financeira poderia se resumir ao estudo do valor do
dinheiro no tempo. Deslocar quantias no tempo equivale a capitaliza-las ou desconta-
las (atualiza-las), o que muda € a maneira como isso € feito. O nosso estudo abordara
algumas dessas maneiras a partir de contextos mais simples até outros mais
avancados. Inicialmente, para o entendimento das sec¢bes seguintes sdo essenciais a
exposicbes dos conceitos que apresentaremos nesta secdo. O leitor mais

familiarizado com o tema podera transpor esta parte.

2.1 Nogoes basicas

Consideremos os seguintes conceitos e notagdes no contexto de Matematica
Financeira e atuarial:

e Principal (4,) ou valor presente (VP) & o valor investido ou aplicado.

e Juros (J) sao a remuneracgao recebida (ou paga) pelo empréstimo do dinheiro
durante certo periodo.

e Periodo de aplicagao (n) corresponde a quantidade de intervalos de tempo.

e Unidade de tempo é a unidade adotada (ano, més, dia etc.).

e Taxa de Juros (i) corresponde ao percentual cobrado pelo empréstimo sobre
o Principal por unidade de tempo considerado.

¢ Montante A(t) ou Valor Futuro (VF) é o valor do Principal acrescido de Juros.

e Tabuas de vida Conforme Machado (2023, p. 31) trata-se de “uma tabela
utilizada para realizar calculos de seguros de vida e planos de previdéncia
(publica ou privada), além de servir para calcular a probabilidade de vida e/ou
morte de um individuo, levando em consideracéo principalmente a idade”. E
constituida de colunas cujos rétulos indicam conceitos, informagdes ou fungdes
importantes para analise e calculo atuarial, tais como: idade, probabilidade de
morte para cada idade, numero de pessoas vivas para cada idade, etc.

O quadro a seguir apresenta alguns indicadores importantes presentes

nessas tabuas.
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Quadro 1 - Indicadores Tabuas da vida

Notacao atuarial Interpretacao

X Um individuo de idade x
L, Numero de individuos sobreviventes na idade x
d, Numero de 6bitos na idade x
S(x) Probabilidade de sobrevivéncia em pelo menos t anos
Uy Forca de mortalidade

2.2 Juros Simples e composto

Considere um principal A, aplicado a uma taxa i por um periodo t de tempo.
Temos duas situagcdes possiveis:
e Os juros incidem sempre sobre o principal. Nesse caso, temos o regime de
simples de capitalizagao.
Seja um principal 4, aplicado a uma taxa de 5% juros ao més.
Assim, temos que:
A(t) =Ag+ Ay xixt
ou
A(t) = Ag(1 + it)
Em que A, € o valor principal ou valor presente e A(t) o montante ou valor
futuro.
e A partir do segundo periodo, os juros incidem sobre o montante obtido no
periodo anterior. Nesse caso, temos o regime de composto de capitalizacao.

Para melhor entendimento, considere o exemplo:

Aplicacao 1. Considere um principal 4, aplicado a uma taxa de 5% juros ao més e

observe o raciocinio abaixo que permite calcular o valor futuro ao final dos trés

primeiros periodos mensais.

» Ao finaldo 1°més: A(1) =1+1x0,05=1(1+0,05) =1,05

> Ao final do 2° més: A(2) =1,05+ 1,05 % 0,5=1,05(1+ 0,05) = (1,05)?

> Ao final do 3° més: A(3) = (1,05)2 + (1,05)? x 0,05 = (1,05)%(1 + 0,05) =
(1,05)3

O padrao observado sugere que o montante aplicado sobre um principal ao

final do t — ésimo més considerando a taxa mensal 0,5% é A(t) = (1,05)¢ e, de
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maneira geral:
O montante A(t) de um principal 4, aplicado a uma taxa a juros compostos i,

por um periodo de tempo t, com i e t apresentando a mesma unidade de tempo é:

A(D) = Ap(1 + D)t

Em que o fator (1+i)*! & chamado fator de capitalizagdo ou fator de
acumulagao do Principal A,.

Podemos também, reescrever:

Ao = A(t) -

1+t

oA =A-1+D)7

Em que o fator uTll)t € chamado fator de atualizagao ou fator de desconto do

Principal.

2.3 Taxas de juros

Conforme definido anteriormente, taxa de juros corresponde ao custo do
dinheiro no tempo. Historicamente a taxa de juros era expressa a partir de fragdes (o
quarto, o quinto), em algumas sociedades usava-se o simbolo pc para fracdes
centesimais e apenas no século XVI e XVII que passou a ser usado o simbolo per
cento % (BOYER, 2006). Ao longo do desenvolvimento da Matematica Financeira
surgiram diversas taxas de juros, nesta secao apresentaremos seus principais tipos:
proporcional, equivalente, nominal, efetiva e instantanea tanto no contexto financeiro

como atuarial.

2.4 Taxas de juros proporcionais

No regime de juros simples, taxas de juros sao proporcionais, ou seja, sdo taxas
qgue aplicadas sobre um mesmo valor presente produzem o mesmo valor futuro em

periodos também proporcionais. Por exemplo, uma taxa de 3% ao més representa o
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mesmo que 18% ao semestre, ou 36% ao ano.
Podemos obter uma relagcéo entre taxas a partir de uma relagao proporcional

direta:

n,

I

Z B n;
Onde:
i,: percentual correspondente a periodicidade 1 (diaria, mensal, anual, etc.);
i,: percentual correspondente a periodicidade 2 (diaria, mensal, anual, etc.);
n,. periodicidade 1,

n,: periodicidade 2;

2.5 Taxa de juros equivalente

No regime de juros compostos, taxas de juros equivalentes sédo taxas que
aplicadas sobre um mesmo valor presente produzem o mesmo valor futuro durante o

mesmo periodo de tempo.

Seja A(t) o valor futuro obtido a partir da aplicacao de um principal A, a uma

taxa i com periodo de acumulagéo n, durante n periodos.

A) = Ao (1 + )"

E, analogamente
A(t) = Ag(1 + i)™
Para uma taxa de juros i,, durante m periodos.
Conforme a definicdo acima, temos:
A+i)"=A+i)™

Onde:

i, taxa de juros com periodicidade de uma unidade de n.
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n: total de periodos.
im: taxa de juros com periodicidade de uma unidade de m.

m: total de periodos.

Aplicacao 2: Determine a taxa mensal equivalente a uma taxa semestral de
3%

Devemos calcular a taxa mensal que, quando aplicada durante seis meses,
produz o mesmo montante final que uma taxa semestral de 3%.

Assim,

(1+i,)°%=(1+0,03)"
Logo,
im = 0,4938%

Aplicacao 3: Determinar a taxa bimestral equivalente a taxa trimestral de 5%.
Devemos encontrar a taxa bimestral i;, que, ao ser aplicada em um trimestre, produz
o0 mesmo efeito financeiro que a taxa trimestral aplicada em igual periodo.

Assim,

3
(1+i,)2= (140,051
Logo,
i, = 3,3061%

2.6 Taxa de juros nominal

Vimos, na se¢ao 1, que taxa de juros corresponde ao percentual cobrado pelo
empréstimo sobre o principal por unidade de tempo (ano, més, dia, etc.). A taxa de
juros nominal, por sua vez, corresponde geralmente a taxa anual com periodos de
capitalizacao diferente daquela a qual foi referida, no caso, o ano. Ela € a taxa de juros
dos contratos de produtos bancarios. Pode-se ter, por exemplo uma taxa anual com
capitalizacao bimestral, mensal ou diaria. Indicamos uma taxa de juros de 36% ao ano

com capitalizagcao mensal por 36% a.a.(c.m.).

2.7 Taxa de juros efetiva

A taxa de juros efetiva corresponde taxa com mesmo periodo de capitalizacao

referente aquele a qual foi referida. Por exemplo, taxa anual com capitalizagéo anual,
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taxa mensal com capitalizagcdo mensal. Indica-se uma taxa de juros efetiva de 36% ao
més com capitalizacdo mensal por 36% a.m.(c.m.) més, ou simplesmente e, mais

comumente, taxa efetiva de 36% ao més.

2.8 Relagao entre taxa nominal e taxa efetiva

A taxa de juros nominal € uma taxa de referéncia, ela corresponde a soma total
das taxas referentes aos periodos de capitalizacao. Ela é a taxa de juros dos contratos
de produtos bancarios. Por exemplo, uma taxa nominal de 24% ao ano, com
capitalizacdo mensal, corresponde a uma capitalizacdo de 2% ao més, considerada

efetiva dentro do periodo. Isso leva a considerar:

. In
lefetiva mensal =

Onde:
i,,. taxa nominal;

n: quantidade de periodos de capitalizacao no intervalo de um (1) ano.

Para obter a taxa efetiva anual equivalente, utilizamos expressao taxa de juros

equivalentes:

n

L+t = (1 +%‘)

Assim:

Aplicacao 4: Determine a taxa efetiva equivalente a uma taxa nominal de 36%
ao ano capitalizados mensalmente.

A taxa efetiva equivalente pode ser obtida por

_ 0,36\
lg = (1 +F> -1

Assim,
i, = 42,57%
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Uma taxa nominal de 36% ao ano, com capitalizacdo mensal, equivale a uma
taxa efetiva anual de 42,57%.

Veremos como se comporta a taxa efetiva anual caso o periodo de
capitalizacao da taxa nominal diminua progressivamente, a partir do anual, semestral,

quadrimestral, trimestral, bimestral, mensal até a diaria a partir de um exemplo:

Aplicacao 5. A partir de uma taxa de juros nominal de 72% ano, determine a
taxa anual efetiva considerando periodos de capitalizagao:

a) Anual

b) Semestral

c) Quadrimestral
d) Trimestral

e) Bimestral

f) Mensal

g) diaria

Solugéo:

1
a) Capitalizagéo anual: i = (1 + 0—172) —-1=0,72a.a.

0,72
2

2
b) Capitalizacao semestral: i = (1 + ) —1=0,849%96a.a.

0,72
3

3
c) Capitalizagao quadrimestral: i = (1 + ) —1=20,9066 a.a.

4
1 +°Tf2) ~1=09387a.a.

d) Capitalizagao trimestral: i

(
( 0,72

6
e) Capitalizacdo semestral: i = (1 + T) —-1=0,9738a.a.

e . 0,72\ 12
f) Capitalizagdo mensal: i (1 + ?) —1=1,0122a.a.

360
9) Capitalizacao diaria: i = (1 + %) —1=1,0529a.a.

A observagdo do comportamento da taxa anual efetiva sugere convergéncia,

conforme a figura a seguir:
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Grafico 1 - Taxa de juros efetiva
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Fonte: Elaboragao propria.

2.9 Taxa de juros instantanea

Vimos na secao anterior o comportamento da taxa efetiva anual admitindo os
periodos de capitalizacdo da taxa nominal cada vez menores, a partir da anual,
semestral, e assim sucessivamente, até diaria, o que implica em particionar a unidade
temporal (ano) em quantidades de periodos de capitalizagdo cada vez maiores,

podendo pensar esse fracionamento infinitas vezes até a capitalizagcao continua.

; n
Tomando a expresséao i, = (1 + %‘) — 1, temos:

. on
- . - l‘)’l
lim i, = lim [(1 + ;) - 1],

n—-oo n—co

Dai:
l' n
MH%=Hm(1+£>—Hm1
n—oo n—-oco n n—oco
Assim,
l' n
%=Hm(1+£>—1
n

n—-oo

Como lim (1 + %)n = e, temos que lim (1 + %‘)n =eln g,

n—-oo n—-co

ip=en—1
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Por convencéao, usaremos § no lugar de i,, para indicar que a taxa em questao

possui capitalizagao continua.

ip=e’—1
Logo,
ed=1+1i,
Aplicando logaritmo, vem
6 =In(i, +1)

Onde § é chamado de taxa instantanea de juros ou forca de juros.

Aplicacao 6: Aplicar a taxa de juros instantédnea ao exemplo da sec¢ao anterior,
consiste em determinar a taxa anual efetiva considerando uma taxa de juros nominal

de 72% ano com capitalizagédo continua, isto é:
ip=e%2—-1=1,0544a.a.

Alternativamente, também poderiamos encontrar a mesma conclusao

utilizando a definicdo de derivada. Segue que:

L 1/A(t+R)
“G-HMan—‘Q

A(t+h)
A(t)

Onde, a expresséo — 1 define a taxa de crescimento relativo para o

intervalo h — 0.
Mas
At +h) =A4,(1+ i) e A(t) = A(1 +iy)t

Entao,

1 <A0(1 + ig)tth 1)

R & A s
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Assim,

N
5@ = m ()

A expresséo acima obtida &, por definicdo, a derivada de (1 + i,)", ou seja:

5(0) = (1 + i)

no ponto h = 0.
Assim,
6(t) =In(1 +iy)

Ainda podemos considerar a taxa de variagdo de v(t) a cada instante em

vi(t)
v(t)’

relacéo ao préprio v(t), ou seja,

Assim,
0 -2
Mas
d B v'(t)
%ln v(t) = 70
Entao,

d
6(t) = %ln v(t)

Substituindo v(t) = (1 + i,)* acima,

d .
5(t) = Eln(l +iy)t
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d
() = E(t(ln(l +i,))

Portanto,
6(t) =In(1+iy)

A taxa de juros instantanea, também denominada for¢a de juros, expressa a
intensidade com que um principal é capitalizado de forma continua ao longo do tempo.
Essa concepcgado € analoga a taxa instantanea de mortalidade dos modelos de
sobrevivéncia, nos quais a probabilidade de um individuo permanecer vivo diminui
com o passar do tempo (ou, de forma equivalente, a probabilidade de ndo permanecer
vivo aumenta com o passar do tempo), sendo tal decréscimo representada por p,
também chamado de for¢a de mortalidade, conforme veremos mais adiante.

Devido a sua aplicabilidade em tabuas de vida discretas € util obter uma
aproximacéao pratica para a forca de mortalidade (ux) que se distribui de maneira

uniforme entre intervalos de idade x e x + 1, dada pela expressao:

L
Hy = ln( )
lx+1

Obtida a partir da definicao continua da forca de mortalidade como a derivada
do logaritmo da funcao de sobrevivéncia. Nos casos em que a tabua de vida apresenta
valores apenas em idades inteiras, considera-se que a taxa de mortalidade é
distribuida de forma uniforme entre os intervalos de idade, permitindo a aproximagao

do declinio relativo de sobreviventes entre as idades x e x + 1 pelo logaritmo da razéo

Ly

Lyt

Assim,

"’ill‘ll zlnlx+1_ln~ln<lx+1>
M ¥ ¢ 1 o (x+1)—x

Mas u, < 0, entao:
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Tal abordagem é amplamente utilizada em contextos atuariais, uma vez que
facilita a transicdo de modelos discretos de mortalidade para representacdes
continuas, especialmente em calculos de reservas matematicas, prémios puros e
equivaléncias atuariais que requerem a integracdo com a forga de juros (Bowers et
al., 1997).

Quanto as aplicagdes, a forga de juros (§), ou taxa instantanea de capitalizacéo,
possui diversas utilidades em contextos financeiros. Ela € amplamente empregada na
precificacao de instrumentos financeiros com capitalizagdo continua, tais como titulos
de divida e derivativos, sendo uma ferramenta fundamental nos modelos quantitativos
de precificagdo, como o modelo Black-Scholes. Além disso, a forca de juros é
empregada na modelagem de fluxos de caixa continuos, comum em setores como
infraestrutura e utilities, onde receitas e custos ocorrem de forma continua no tempo
(Kellison, 2009).

No campo atuarial, a forgca de juros & aplicada no calculo de reservas
matematicas de produtos que envolvem pagamentos continuos, como anuidades
vitalicias, e na integracdo com a forca de mortalidade (u) para a avaliagdo de
beneficios contingentes a vida ou morte. A forca de mortalidade (u), por sua vez, é
fundamental para a construcao de tabuas de mortalidade continuas, que sao utilizadas
na precificagéo de seguros de vida, calculo de prémios puros de risco e determinagao
de reservas matematicas em produtos de longo prazo (Bowers et al., 1997).
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3. CAPITALIZACAO CONTINUA

O objetivo nesta secao €& obter uma expressdo geral para o Regime de
Capitalizagéo Continua com forgca de juros variavel no tempo e o caso particular para

essa taxa constante.

3.1 Dedugao analitica

Da definicao de forca de juros, apresentada na secao anterior, segue que:

dA
— =8(t)- A

dt
logo,
1 dA
ao a Y
d [InA()] =6(t
dt n - ()
Integrando,

t d t
fﬂd—s[lnA(t)] =jo6(s) ds
t
InA(t) —InA4, =j 6(s)ds
0

t
InA(t) = j 6(s)ds+1nA4,
0

A(t) — elnA0+f0t5(s)ds

Portanto, temos:

At) = Ay - el 0@s
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3.2 Deducao alternativa via aproximagdes sucessivas

Ainda poderemos chegar a mesma conclusao partindo de incrementos
infinitesimais, como segue:
Suponha que o intervalo de acumulagdo seja particionado em n pequenos

intervalos iguais de comprimento At;, tal que
0=ty <t <t, < =+ <t,=t
Atl’ == ti - ti—l
Comi=1,2,.., neAt; — 0 quando n — oo.
Como a forga de juros varia com o tempo §(t), consideraremos que durante o
pequeno intervalo At; ela seja constante e denotada por 6 (t;).
Assim, no intervalo [t;_,, t;] o fator de acumulagao é dado por:

1+ 8(t)At;

Como em juros compostos o crescimento se acumula multiplicando fatores, o

montante apds n intervalos € dado por:

A(E) ~ A, 1_[(1 +8(t) Aty)

Paran — o e At; - 0 usamos a aproximagao

In(1+x) =x
Para x - 0,

Dessa forma temos:

n n
InA(t) ~ InAg + Z In(1 + 8(£,)At) ~ InAg + Z 5(¢)At;
i=1 i=1
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Como

i 6(t)At; = ftc?(s) ds
i=1 0

Entao,

t
InA(t) = Ay + j 6(s)ds
0

Portanto, aplicando a exponencial,

A(t) — AO . ef;S(S) ds

3.3 Caso particular: forga de juros constante

Para §(s) constante, ou seja, §(s) =&

A(D) = Ay - elo 8 as
Assim,
A(t) = 4, - et

Essa é a expressao classica da capitalizagdo continua com taxa constante.

3.4 Aplicagdes praticas em Matematica Financeira

O regime de capitalizagdo continua, embora menos usual do que a

capitalizacdo composta em periodos discretos (mensais, anuais etc.), possui grande
importancia teoérica e pratica em diversas areas da matematica financeira e da
economia:
1. Precificacao de titulos e derivativos: A formula (2) € fundamental na modelagem de
precos de ativos financeiros no mercado de capitais, especialmente em modelos de
precificacdo de derivativos (como o modelo de Black-Scholes). Nesses casos, os
fluxos de caixa futuros sao descontados a valor presente por meio da capitalizacao
continua.

2. Calculo de valor presente liquido (VPL): Em analise de investimentos, o regime
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continuo permite calcular o valor presente de pagamentos que ocorrem de forma
ininterrupta, como em fluxos de caixa continuos (aluguéis, royalties, consumo de
energia etc.).

3. Modelos atuariais e de seguro: A capitalizagdo continua € empregada em calculos
atuariais, especialmente na determinacao do valor presente de anuidades pagas
continuamente, como pensdes ou beneficios vitalicios.

4. Economia e crescimento populacional/financeiro: Em problemas de crescimento
exponencial, como populagéo, inflacdo ou aplicagdes em biologia e economia, a
capitalizacao continua aparece como modelo natural quando a taxa de crescimento é

proporcional ao nivel atual da variavel.
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4. MODELOS DE SOBREVIVENCIA E CAPITALIZAGAO CONTINUA

Nesta secao apresentaremos os modelos de sobrevivéncia e faremos
conexdes com a capitalizagao continua.

Machado (2023, p. 25) define funcao de sobrevivéncia como “a probabilidade
de sobrevivéncia de um acontecimento ocorrer até um certo tempo t, ou seja, a fungéo
define qual € a probabilidade de uma observacdo nao falhar até um tempo

predeterminado t”.

4.1 Fungoes de Sobrevivéncia

Funcdes de sobrevivéncia sdo modelos matematicos que permitem determinar
a probabilidade de sobrevivéncia de um individuo (ou grupo de individuos) através da
analise estatistica e emprego de parametros ou indicadores que influenciam essa
probabilidade e, especialmente idade e expectativa de vida. Serdo analisadas

algumas dessas fungdes:

4.2 Lei de De Moivre

E um modelo que determina a probabilidade de um individuo sobreviver pelo

menos a idade x, considerando a expectativa de vida w = 100 e partindo da idade 0.

X
So(x) =1——
w

Onde:

e Individuo na idade x = 0, S(0) = 1, ou seja, a probabilidade de sobrevivéncia
do recém-nascido é 1;

¢ Individuo naidade x = w, S(w) = 0, ou seja, a probabilidade de nao sobreviver

ao atingir a idade w, ou mesmo ultrapassa-la, é 0.

O modelo classico da Lei de De Moivre € decrescente linearmente e representa

o decaimento dessa probabilidade ao longo do tempo, conforme se observa o grafico:
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Grafico 2 - Lei de sobrevivéncia de De Moivre
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0 50 100

Idade
Fonte: Elaboragéo propria.

O modelo de De Moivre é bastante didatico, intuitivo e representa o primeiro
esforco de modelar matematicamente uma funcdo de sobrevivéncia. Apresenta
algumas limitagdes tipica do modelo linear que supde decrescimento linear uniforme
o que dificilmente ocorreria na vida real, além do que segundo esse modelo ninguém
ultrapassaria a idade w e nao considera fatores de risco.

Baseado nessa lei de mortalidade, podemos construir uma fungcdo de

capitalizacao de capital 4,, assim temos que a forga de mortalidade (juros) associada

vale:
S'o(x) d
6(x) = S0 0 In Sy (x)
Logo,
d X
6(36) = —aln (1 —5)
Assim,

1
5(96) = m

Para w = 100, o grafico da taxa (forga) de juros esta representado na préxima

pagina e cuja tabela pode ser consultado no apéndice A.
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Grafico 3 - For¢a de juros
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Fonte: Elaboracao propria.

Dessa forma, vem:

ds =—In(w—1t) + In(w)

1 t t
60 =—=[sedas=
0 0

= (=)

Substituindo na forma geral, obtemos:

w

A(t) = Ay (z;-::-z)

Que é o modelo de capitalizacao continua associado a fungéo de sobrevivéncia

de De Moivre e cujo grafico em fungcao da idade x esta representado abaixo:

Grafico 4 - Montante acumulado A(t)- De Moivre
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40000
20000

0
0 20 40 60 80 100

Fonte: Elaboragéo propria.
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4.3 Modelo exponencial

E uma funcdo que mede a probabilidade de sobrevivéncia de um objeto de
estudo (maquina, pilha ou mesmo o ser humano) até a ocorréncia de um evento (falha
ou morte) seguindo um decrescimento exponencial.

No contexto atuarial, a funcao de sobrevivéncia exponencial é dada por:

So(x) =e™™

Onde:
u: taxa de mortalidade associada.

Seu grafico esta representado abaixo, para pu = 0,02

Grafico 5 - Lei de sobrevivéncia exponencial
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Fonte: Elaboragéo propria.

Baseado nessa lei de sobrevivéncia, € possivel construir uma funcdo de
capitalizacao de capital 4, assim temos que a forca de mortalidade (juros) associada

vale:

d
5(x) = —a(—ux) =

Para p, = 0,029 , o grafico da taxa (forga) de juros esta representado a seguir

e tabela pode ser consultado no apéndice B.
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Grafico 6 -Forca de juros
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Fonte: Elaboracao propria.
Integrando,

Jot(S(s)ds:fOtuds: jot6(s)ds=u-t

Substituindo na forma geral, obtém-se:
A(t) = Ay e

Que é o modelo classico de capitalizagao continua. Nele a forga de juros é fixa.
Ela é bastante util e apresenta-se mais realista, no entanto, para situagdes a longo
prazo nas quais as taxas variam, esse modelo se apresenta limitado. Seu grafico a

seguir esta calibrado para p = 0,004

Grafico 7 - Montante acumulado A(t) - Exponencial
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Fonte: Elaboragéo propria.
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4.4 Modelo de Gompertz-Makeham

O modelo de Gompertz-Makeham €& uma forma aprimorada do modelo
exponencial pelo acréscimo de fatores de risco.

A funcao de sobrevivéncia € dada por:
B(c*-1)
So(x) = exp [—Ax — Tl

€ chamado de fungcédo de risco acumulado e a expressdao vem da propria

definicdo do modelo, que é composto pelos pardmetros:

e A= Constante de Makeham: representa o risco de fatores externos nao
relacionados a idade (acidentes, riscos ambientais etc.) Esse risco vai se
acumulando linearmente com o tempo, assim temos: Ax.

e B = Constante de Gompertz: representa o risco de fatores relacionados a idade
(envelhecimento, deterioracdo etc.). representa uma escala de forgca do
acumulo exponencial.

e ¢* —1;=indica o quanto o risco aumentou em relagao ao tempo inicial (x = 0).

¢ Inc = ajuste da escala de crescimento.

Seu grafico esta representado a seguir:

Grafico 8 - Lei de sobrevivéncia exponencial
1

o

®

Probabilidade - Gompertz
IN) N

o

0 50 100
Idade

Fonte: Elaboragéo propria.
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O modelo de Gompertz-Makeham introduz um modelo mais realista que
considera fatores que influenciam a probabilidade de sobrevivéncia mais préximos da
realidade. Por outro lado, exige uma calibracao cuidadosa dos seus parametros o que
a torna mais complexa.

Baseado nessa lei de sobrevivéncia, podemos construir uma funcao de
capitalizacao de capital 4, assim temos que a forca de mortalidade (juros) associada

vale:
d B(c*-1)
5(n) = ‘a[‘f“‘ "Tl

Derivando,
6(x) =A+ Bc*

Para A = 0,005, B = 0,00002 e ¢ = 1,09 o grafico da taxa (for¢a) de juros esta

representado a seguir e cuja tabela pode ser consultada no apéndice C.

Grafico 9 - Forca de juros
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Fonte: Elaboracéo propria.

Integrando o resultado anterior,

f:6(s) ds = j()t[A + Bc*]
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t t t
f 6(s) ds=jAds+j Bcsds
0 0

0
t B
j 5(s)ds =At+—(ct =1)
o Inc
Substituindo na forma geral na forma geral em (1), obtemos:
AD) = A [At+ 5 (et 1)]
— fo"exp Inc

Que é o modelo de capitalizagéo continua associado ao modelo de Gompertz-
Makeham e cujo grafico esta representado abaixo para parametros calibrados em A =
0,005, B =-1,5e ¢ =1,09.

Grafico 10 - Montante acumulado A(t) - Gompertz-Makeham
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Fonte: Elaborag&o propria.

4.5 Modelo de Weibull

O modelo de sobrevivéncia de Weibull € um modelo sofisticado muito utilizado
em engenharia de confiabilidade e analise de sobrevivéncia para determinar o tempo
de vida médio de um objeto de estudo.

A funcédo do modelo de sobrevivéncia de Weibull € dada por:

k
So(x) = exp (—n—_l_l-x”“)
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Onde:

k = parametro de escala: ajusta a velocidade com que a taxa de mortalidade
cresce ao longo do tempo.

n = parametro de forma: Controla a forma do comportamento da mortalidade
ao longo do tempo.

Grafico 11 - Lei de sobrevivéncia- Weibull

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0 20 40 60 80 100
Fonte: Elaboragéo propria.

O modelo de Weibull € amplamente utilizado em confiabilidade, sobrevivéncia
e atuaria por sua flexibilidade em representar riscos crescentes, decrescentes ou
constante sendo util para estimar falhas de produtos ou padrées de mortalidade em
fases médias da vida. No entanto, apresenta limitagcbes importantes: nao captura
multiplos picos de risco nem mudangas externas ao longo do tempo, sua estimativa
pode ser sensivel a amostras pequenas, e tende a subestimar a mortalidade em
idades avancadas, diferentemente de modelos como Gompertz ou Makeham.
Portanto, embora util e versatil, o Weibull deve ser aplicado com cautela,
especialmente em contextos de longevidade humana ou fenbmenos complexos.

Para o calculo do montante A(t) A forca de juros associada ao modelo de
Weibull, vale:

n+1

InSy(x) = — "X

n+1

d d k
- - (= .,m+1
o(x) = dxlnSo(x) dx( X )

6(x) =k-x"
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Para k = 0,00005 e n = 1,5, o grafico da taxa (for¢a) de juros esta representado

abaixo e sua tabela pode ser consultado no apéndice D.

Grafico 12 - Forga de juros
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Fonte: elaboragéo propria

Integrando,

t t t
k
j6(5)ds=fk-sndssfS(s)ds=—-t”+1
0 0 0 n+1

Substituindo na forma geral na forma geral em (1), obtemos:

k n+1
A(t) =A0-exp(n—+1-t )

Que é o modelo de capitalizagao continua associado ao modelo de Weibull e

cujo grafico esta apresentado abaixo para os parametros k = 0,00005 e n = 1,5.

Grafico 13- Montante acumulado A(t) - Weibull
6000

5000
4000
3000
2000
1000

0
0 20 40 60 80 100

Idade
Fonte: Elaboragéo propria.
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4.6 Quadro resumo das funcoes de sobrevivéncia, forga de juros e montante
acumulado

Os quadros a seguir apresentam de forma sintética as fungbes de
sobrevivéncia, suas respectivas forcas de mortalidade (forgca de juros), os modelos de

capitalizagcao continua associados e os graficos correspondentes.

Quadro 2 - Quadro-resumo das fungoes de sobrevivéncia, forga de juros e montante
acumulado para diferentes modelos

Modelo 6(t) So(%) A(t)
. 1 X w
S 1-— Ay (——
De Moivre — ” . (w - t)
Exponencial {1 constante e Hx Ay - et
t B(c*-1) B
GOmpertZ Bc exp—Ax—fn—c AO exp [At + m(ct — 1)]
Weibull kt™

k k
ew(~pg) e ()

4.7 Simulagao numérica e resultados

Nesta segdo'!, apresentamos a anadlise numérica das tdbuas de vida
construidas a partir de diferentes modelos atuariais de mortalidade: De Moivre,
Exponencial, Gompertz-Makeham e Weibull. O objetivo € comparar a evolucao da
sobrevivéncia e da forca de mortalidade ao longo das idades, identificando
caracteristicas particulares de cada modelo.

O modelo de De Moivre (Apéndice 1) assume uma fungcédo de sobrevivéncia
linear, S(x) = (w —x)/w e uma forgca de mortalidade inversamente proporcional a

idade restante, ux = 1/(w — x). Observa-se que a mortalidade aumenta de forma

1 Apés a construcdo dos modelos de capitalizagdo continua a partir das funcdes de sobrevivéncia,
discutiremos alguns resultados obtidos e explorados a partir da analise numérica. As tabuas atuariais
referentes a cada modelo estudado podem ser consultas nos apéndices.
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gradual e quase linear com a idade. Por exemplo, aos 50 anos, s, = 0,02; enquanto
aos 90 anos atinge apenas 0,1. A sobrevivéncia decresce de maneira uniforme,
refletindo a simplicidade do modelo, que ndo capta o aumento acelerado da
mortalidade em idades mais avancadas observado empiricamente.

Ja o modelo exponencial (apéndice 2) a forca de mortalidade é constante
(u=0,035), resultando em uma funcao de sobrevivéncia exponencial S(x) = e #*.

Os valores da tabua indicam uma diminui¢do mais rapida da populagéo do que
no modelo de De Moivre, especialmente nas idades intermediarias. Por exemplo, aos
50 anos, a proporgao de sobreviventes é S(50) =~ 0,174, significativamente menor que
a do modelo de De Moivre (5(50) =0,5). Esse modelo é util em situagdes de
mortalidade uniforme ao longo do tempo, mas nao reflete 0 aumento acentuado da
mortalidade em idades avancgadas.

O modelo de Gompertz-Makeham (Apéndice 3) combina uma componente
constante de mortalidade acidental (A = 0,0005) com uma componente exponencial
crescente (B-¢X), capturando de forma mais realista 0 aumento da mortalidade com a
idade. A tdbua mostra que, aos 70 anos, p,, = 0,0088, enquanto aos 100 anos atinge
0,111, refletindo o rapido aumento da mortalidade em idades avangadas. A funcao de
sobrevivéncia decresce de forma nao linear, mostrando o efeito combinado da
mortalidade acidental e do envelhecimento biolégico.

O modelo de Weibull (Apéndice 4) com parametros de forma k = 0,00003 e
escala n = 1,5, apresenta uma mortalidade que cresce de forma polinomial com a
idade. Observa-se que a forca de mortalidade aumenta gradualmente nas idades
iniciais e de forma mais acentuada nas idades mais avangadas, atingindo p;oo =
0,0335. A fungéo de sobrevivéncia decresce mais rapidamente do que no modelo de
De Moivre, mas de forma menos abrupta que no modelo de Gompertz-Makeham. Esse

modelo permite maior flexibilidade para ajustar diferentes padrées de mortalidade.



"ajusweslidwa opeAIasqo oelped O WOD S)uala0d SIEW ‘Spep! B WOD SjUEJUOW OP OPEN}USdEe OJUSWIOSSID

win a)ayal o]apowW O ‘g = U 8 G00000'0 = X WS Opue)nsal SOpeAIasqo salojeA Jiznpoidal ejed sopeiqied sodisweled ez)in |[Ng|IapA 3P O19POW O (yyss)
"£00000'T =23 €00000°0 = g 'S0°0 = V¥ ‘sosjoweled so ez|jin weysye|p-zuadwos) ap 0[apow O (s )

"$0‘0 = 1 osjoweled o ezjin [elousuodxa ojepow O ( 4y )

‘00T = ™ oJs}dweled o ezijiIn aIAIO| 8Q 3p ojepow O (4 )

6Y'¥625 L'1G¥8Y) G1'865¥S o 00l
¥62°0LE€ ' 1¥006 €2'8659¢ 00°00001 06
BSY LYEC €LLovs €5'2eshe 00°0004 08
LT VLl v'ceLee G9'v¥¥9l €eeeee 0L
62eeeyl 268002 8L'c20L) 00°00s¢ 09
v29'Lezt ey8lcl 950'68¢€. 00°000¢ 0s
€95°ZILL 668¢. 2€0°eS6¥ L9999} oy
820°9¥01 4144 Lll'ozee L5582yl 0¢
gerelol v'81.C RERT444 00°04¢! 0¢
899°L00L 889l GZg'L6hlL LV ol
000l 0°000} 000l 000l 0
+u Jou —
e AH+:p . {v dxo -ty = DY | wnx TH B “uvﬂ_ * HT_ dra- Oy = @y kK 99 - Oy = ©))4 * Au 33v v = @V (soue))

sojepow sajualalip eied sope|nwNoe SaluejUOl) Sop oedeledwod @ ojnoje) -1 ejagel
‘webeploge epeod ap salenoiled seolsiisjoeled se jeoeisap o [elded op oednjoas e esloid ojepow eped
OW02 JeAlasqo 9 0AllBlqo O [INISpA @ weysye-zuadwon) ‘|eousuodxg ‘@IAIO| @ :Slelienie sojapow sajualayip osjenb 8 0001 = oy
[eroiul [eyuded win opuelapisuod odwa) op oBuo| oe sope|NWNoE SajuelUOW SOP oluawepodwod o0 sowesijeue ‘oedas elsaN

000T = °y eJed sopejnwnoe sajuejuol) sop oedeledwod a ojnojen g'y

)4



41

Grafico 14 - Crescimento de A(t) nos diferentes modelos
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Fonte: Elaboracao propria

grafico elaborado com base nos dados da tabela anterior

O modelo de De Moivre assume que a fungdo de sobrevivéncia decresce

linearmente até uma idade maxima w = 100. O montante acumulado é calculado por
A(t) =4, (ﬁ) resultando em crescimento relativamente moderado nos primeiros

anos. No entanto, a medida que o tempo se aproxima da idade maxima, o montante
aumenta de forma acentuada, atingindo valores teoricamente infinitos em t = w. Esse
comportamento evidencia uma limitacdo do modelo para proje¢cdes de longo prazo,
pois o crescimento torna-se irrealista proximo da idade maxima.

O modelo Exponencial, definido por A(t) = A4, e** com taxa u = 0,0513,
apresenta crescimento continuo e previsivel ao longo do tempo. A tabela mostra que,
a partir de aproximadamente 20 anos, os montantes acumulados pelo modelo
exponencial ja superam significativamente os do modelo De Moivre, mantendo uma
progressdo suave e consistente. Esse modelo € adequado para estimativas de
acumulacao de capital quando se considera uma taxa constante, mas tende a
superestimar valores em horizontes muito longos se nao houver fatores limitantes.

O modelo de Gompertz-Makeham combina efeitos de mortalidade com

crescimento exponencial, utilizando os parametros A = 0,005; B = 0,0015 e ¢ = 1,10,
de acordo com a expressao A(t) = A, - exp [At + % (ct = 1)]. Este modelo apresenta

crescimento extremamente acelerado, produzindo montantes que rapidamente
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atingem ordens de grandeza da casa de bilhdes e até trilhdes. O comportamento
mostra alta sensibilidade aos parédmetros de mortalidade e evidencia que, sem
ajustes, o modelo pode gerar projecdes de acumulag¢ao de capital pouco realistas em
periodos longos.

O modelo Weibull, com k = 0,0004 e n = 2, calcula o montante como A(t) =
Ay - exp (ﬁ t"“). Os resultados indicam crescimento gradual nas primeiras

décadas, acelerando em idades mais avancadas. Essa caracteristica posiciona o
modelo entre De Moivre e Gompertz-Makeham, mostrando um comportamento
intermediario que combina estabilidade inicial com aumento significativo em
horizontes mais longos.

A analise comparativa evidencia que cada modelo reflete caracteristicas
distintas da acumulacdo de capital. De Moivre e Weibull apresentam crescimento
moderado nas primeiras fases, mas o De Moivre diverge rapidamente préximo da
idade maxima, enquanto o Weibull acelera de forma mais gradual. O modelo
exponencial oferece previsibilidade com crescimento continuo, e Gompertz-
Makeham, embora realista para mortalidade, tende a gerar montantes
excessivamente altos sem limitacdo. Esses resultados destacam a importancia de
selecionar o modelo apropriado conforme o horizonte temporal e a finalidade da
projecao, considerando a combinagao entre crescimento financeiro e comportamento

atuarial da populagéo.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

O presente trabalho buscou integrar os conceitos de capitalizacdo continua
com os modelos classicos de sobrevivéncia, demonstrando que tanto a Matematica
Financeira quanto a Atuarial compartilham fundamentos comuns, como a taxa
instanténea de crescimento e a forgca de mortalidade. A partir da analise teérica e das
simulacées numéricas, verificou-se que cada modelo de sobrevivéncia oferece uma
forma distinta de representar o decaimento da populacdo e, consequentemente,
influencia a projecdo de montantes acumulados em regimes de capitalizagao
continua.

Os resultados indicam que modelos mais simples, como o de De Moivre e o
Exponencial, apresentam facil aplicacdo, mas limitagdes importantes em horizontes
de longo prazo. J&4 modelos mais sofisticados, como Gompertz-Makeham e Weibull,
oferecem maior realismo e flexibilidade, embora exijam maior esfor¢o de calibragao.

A principal contribuicdo deste estudo foi evidenciar a aplicabilidade do regime
de capitalizagdo continua em contextos atuariais, aproximando conceitos financeiros
e demograficos. Tal abordagem mostra-se relevante ndo apenas na precificacéo de
seguros e anuidades, mas também em analises de investimentos e planejamento de
longo prazo, onde os fluxos de caixa se aproximam de um comportamento continuo.

Destaca-se que, embora nenhum modelo seja capaz de reproduzir
integralmente a realidade, a escolha adequada do regime e da funcdo de
sobrevivéncia pode oferecer importantes insights para decisdes financeiras e
atuariais. Trabalhos futuros podem explorar calibragées empiricas com dados reais de
populagdes ou mercados, ampliando o alcance e a utilidade pratica dos modelos aqui

discutidos.
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A presente tabua foi construida com base no modelo de De Moivre, cuja fungéo

de sobrevivéncia € dada por:

S(xX) = (w-x)/w, para 0<x<w

Adotaram-se os seguintes parametros para a construgcao da tabua:

Populacao inicial (£,): 100.000 individuos

Idade maxima (w): 100 anos

Funcao de sobrevivéncia: S(x) = (w - x) / W

Forca de mortalidade: px =1/ (w - x)

A tabua resultante apresenta os seguintes valores estimados para idades

multiplas de 10:

Tabela 2 - Tabua de Vida — Modelo de De Moivre

Idade (x) b S(x) bix

0 100000 1,000 0,01010
10 90000 0,900 0,001111
20 80000 0,800 0,01250
30 70000 0,700 0,01429
40 60000 0,600 0,01667
50 50000 0,500 0,02000
60 40000 0,400 0,02500
70 30000 0,300 0,03333
80 20000 0,200 0,05000
90 10000 0,100 0,010000
100 0 0,000
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APENDICE B

Atabela a seguir apresenta uma tabua de vida construida com base no modelo
exponencial de mortalidade, no qual a forca de mortalidade (px) € constante ao longo
do tempo. Para esta simulagao, foi adotado y = 0,029 e uma populagéo inicial de £, =

100.000 individuos. A fungao de sobrevivéncia utilizada é: S(x) = exp (—ux).

Tabela 3 - Tabua de Vida — Modelo exponencial de mortalidade

Idade (x) b S(x) bix
0 100000 1,000000 0,029
10 24826 0,748264 0,029
20 55990 0,559898 0,029
30 41895 0,418952 0,029
40 31348 0,313486 0,029
50 23457 0,234570 0,029
60 17552 0,175520 0,029
70 13134 0,131336 0,029
80 9827 0,098274 0,029
90 7353 0,073535 0,029

100 5502 0,055023 0,029
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APENDICE C

Atabela a seguir apresenta uma tabua de vida construida com base no modelo
de Gompertz-Makeham, com os seguintes parametros: A = 0,005 (componente de
mortalidade acidental), B = 0,00002 (constante de Gompertz) e ¢ = 1,09 (taxa de
crescimento exponencial da mortalidade com a idade). A fungéo forca de mortalidade
€ dada por pux = A + B:cx e a fungdo de sobrevivéncia S(x) foi aproximada por

integragcao numeérica. Adota-se £, = 100.000 individuos ao nascimento.

Tabela 4 - Tabua de Vida — Modelo de Gompertz-Makeham

Idade (x) £ S(x) Mx

0 100000 1,000000 0,000520
10 60651 0,606512 0,005047
20 36785 0,367857 0,005112
30 22311 0,223110 0,005265
40 13531 0,135319 0,005628
50 8207 0,082073 0,006487
60 4977 0,049778 0,008521
70 3019 0,030191 0,013335
80 1831 0,018311 0,024731
90 1110 0,011106 0,051711
100 673 0,006736 0,115581




Atabela a seguir apresenta uma tabua de vida construida com base no modelo
de Weibull, com parametros k = 0,00003 (parametro de forma) e n = 1,5 (parametro
de escala). Os valores sao calculados com base na fungcdo de sobrevivéncia S(x) =

exp (—ﬁ-x"“) e na forga de mortalidade ux = kt". Adota-se £, = 100.000 individuos ao
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nascimento.
Tabela 5 - Tabua de Vida — Modelo de Weibull
Idade (x) £ S(x) Mx

0 100000 1,000000 0,000000
10 99369 0,993695 0,001581
20 96485 0,964855 0,004472
30 90611 0,906114 0,008216
40 81678 0,816780 0,012649
50 70218 0,702189 0,017678
60 57251 0,572519 0,023238
70 44046 0,440464 0,029283
80 31826 0,318266 0,035777
90 21505 0,215054 0,042691
100 13533 0,135335 0,05




