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RESUMO

A motivagao para a realizagado do presente trabalho surge a partir da perspectiva se-
gundo a qual o ensino de Matematica pode ser enriquecido através de abordagens
que incluam contextos historicos e aplicagées. Desta forma, nosso objetivo foi estudar
as Leis dos Senos e dos Cossenos, incluindo elementos histéricos sobre o desenvolvi-
mento da trigonometria, demonstragdes e algumas aplicagées. Como fruto de uma pes-
quisa de natureza bibliografica, produzimos um texto de carater elementar, acessivel
a professores e alunos da Educagao Basica e com potencial para incentivar estudos e
reflexdes sobre conceitos da Trigonometria. Inicialmente, apresentamos sucintamente
um estudo historico sobre a trigonometria, desde seu desenvolvimento nas antigas civi-
lizagdes, como os babilbnios e os egipcios, até seus avangos na Matematica europeia.
Em seguida, discutimos uma demonstracdo da Lei dos Cossenos e, como aplicagéo,
demonstramos a férmula de Heron. Posteriormente, demonstramos a Lei dos Senos,
aplicando-a na resolucdo de um problema envolvendo distadncias desconhecidas.

Palavras-chave: Trigonometria 1. Lei dos cossenos 2. Lei dos senos 3. Aplicagdes 4.
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1 INTRODUGAO

A trigonometria é um ramo da matematica que estuda as relagdes entre os lados e
angulos de um tridngulo. Apesar de sua importancia, muitas vezes é apresentada
de forma simplificada e desconectada de suas aplicagdes praticas, limitando-se ao
calculo de razdes e proporcoes. (REIS, 2016).

A trigonometria € uma area fundamental da matematica que estuda as relagdes
entre os lados e angulos de um tridngulo. Seu desenvolvimento foi impulsionado por
necessidades praticas em diversas areas do conhecimento, como astronomia, nave-
gagao e engenharia. No entanto, seu ensino frequentemente se limita a calculos abs-
tratos, sem uma abordagem que enfatize suas aplicagées concretas e sua relevancia
histérica (REIS, 2016).

Registros historicos evidenciam que a trigonometria foi inicialmente estudada no
contexto da geometria e da astronomia, tornando-se uma disciplina independente ape-
nas no século Xlll, com o matematico persa Al-Tusi (1201-1274). Explorar sua evo-
lucdo historica possibilita compreender melhor sua importancia e os contextos que
motivaram seu desenvolvimento.

Entre os principais conceitos da trigopnometria, destacam-se as Leis dos Senos e
dos Cossenos, ferramentas essenciais para a resolucao de triangulos quaisquer. A Lei
dos Senos estabelece uma relagéo entre os lados e angulos de um triangulo, enquanto
a Lei dos Cossenos generaliza o Teorema de Pitagoras, permitindo calcular lados e
angulos em tridngulos n&o retadngulos. A compreensado dessas leis é essencial para
diversas aplicagdes cientificas e tecnoldgicas.

Nosso objetivo consiste em estudar as Leis dos Senos e dos Cossenos, incluindo
aspectos historicos sobre o desenvolvimento da trigonometria, demonstragdes e al-
gumas aplicagdes. Desta forma, realizamos um estudo de natureza bibliografica e
consideramos perspectivas de diversos autores.

2 ELEMENTOS HISTORICOS
2.1 Primeiras manifestagoes

A trigonometria € uma das areas fundamentais da matematica, fruto de com uma
longa e ampla histdria, . Suas contribuigcdes vém de diversas culturas e civilizagdes ao
longo dos séculos. No Egito Antigoﬁ], algumas evidéncias indicam que para manter a
inclinagdo na construgao das piramides, foi utilizada uma ideia semelhante ao que hoje
chamamos de cotangente, também presente no problema 56 do Papiro de Ahmes.

"Por volta do ano 2325 a.C.
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Segundo Boyer (1974), a trigonometria teve suas primeiras manifesta¢des nas ci-
vilizagdes da Mesopotamia e Egito, por volta de 1900 a.C. Os babilénios usavam um
sistema sexagesimal que influenciou o desenvolvimento de angulos e medidas. Ja os
egipcios aplicavam conhecimentos geométricos rudimentares na construgcao de pira-
mides e em outras obras de engenharia.

Segundo Reis (2016), € possivel encontrar vestigios de formas primitivas da trigo-
nometria na China por volta de 1110 a.C., que eram utilizadas para medir distancias,
comprimentos e profundidades por meio de tridngulos retangulos.

Conforme discutiremos na proxima segao, € na Grécia Antiga onde comegam as
grandes contribuigdes, incluindo o proprio termo trigonometria, que possui trés radicais:
tri de trés, gonos de angulo e metron de medir. Os calculos relacionavam angulos e
lados de um triangulo, e também foram eles que realizaram estudos sobre o compri-
mento de cordas e as relagdes entre dngulos (ou arcos) numa circunferéncia.

2.2 Trigonometria na Grécia Antiga

Um dos primeiros matematicos gregos, Tales de Mileto (625-546 a.C.), contribuiu
significativamente para a trigonometria ao utilizar conceitos geométricos para medir a
altura das piramides e a distancia de navios no mar. Pitagoras (570-495 a.C.), possivel
pupilo de Tales, é conhecido principalmente pelo seu teorema: o quadrado da medida
da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos. Isso se aplica
a todos os triangulos retangulos, e esse teorema foi fundamental para a trigonometria.

Depois de Pitagoras apareceram na histéria da matematica alguns matematicos
e filésofos muito importantes como: Platdo (428-348 a.C.), Aristoteles (384-322
a.C.) e também Euclides que viveu por volta de 300 a.C. Este ultimo escreveu o
mais antigo trabalho matematico grego que ainda sobrevive (em sua maior parte)
intacto, Os Elementos. Neste trabalho aparecem as leis de cossenos para dngulos
obtusos e agudos, respectivamente enunciadas em linguagem geométrica em vez
de trigonométrica. (Reis, 2016)

Arquimedes viveu aproximadamente entre 287 a.C. e 212 a.C. Segundo Boyer
(1974), Arquimedes ficou conhecido como um dos maiores matematicos de todos os
tempos, sendo também renomado por suas engenhosidades. Ele foi uma figura funda-
mental no desenvolvimento da matematica, incluindo a trigonometria. Utilizou métodos
geomeétricos que, mais tarde, seriam essenciais no desenvolvimento da trigonometria.

Arquimedes também estudou propriedades de figuras como circunferéncias, espi-
rais e elipses, o que ajudou a construir uma base para o estudo das fungdes trigono-
métricas. Em seu trabalho "Medida do Circulo”, Arquimedes aproximou o valor de =
utilizando poligonos inscritos e circunscritos, calculos que precisam de uma boa com-
preensao das propriedades dos angulos e das figuras. Houve outros trabalhos como o
"Espiral de Arquimedes”e Arquimedes também trabalhou com problemas de tangentes,
que envolvem conceitos fundamentais na trigonometria.
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Nesta mesma época, também se destacou Apoldnio de Perga, que, em uma de
suas obras, demonstrou como tragar tangentes em uma cénica. Aristarco de Samos
calculou a razao entre Sol-Terra e Sol-Lua observando angulos. E Eratéstenes calculou
a medida da circunferéncia da Terra observando o angulo que a luz do Sol fazia em
duas cidades e conhecendo a distancia entre elas.

Segundo Eves (1995), a primeira amostra documentada para o estudo da trigono-
metria deve-se a Hipsicles, pupilo dos povos babilonicos. Ele dividiu o zodiaco em
360 partes. Esta ideia foi aprimorada e generalizada por Hiparco (180 - 125 a.C.),
pois poderia ser aplicada para qualquer circulo. Entretanto, esses escritos ndo
chegaram até nés, porque tudo o que se sabe sobre suas realizagbes cientificas
provém de fontes indiretas. Mas, acredita-se que na segunda metade do século
dois a.C. Hiparco deu um grande passo para a trigonometria. Ele acreditava que
a base de contagem 60 era a mais apropriada, assim, atribuiu o0 nome “arco de 1
grau” para cada parte da circunferéncia dividida em 360 partes. Ele dividiu cada
arco de 1° em 60 partes resultando no arco de 1 minuto. (Silva, 2021)

Segundo Boyer (2012), Hiparco de Nicéia foi considerado o pai da trigonometria por
ter construido a primeira tabela de senos, chamada de tabua de cordas. Vale salientar
que ele foi considerado o melhor astrénomo da época e seus trabalhos deram origem
a trigonometria esférical.

No século Il d.C., viveu Claudio Ptolomeu, que contribuiu significativamente para a
trigonometria. Em seu trabalho, o "Almagesto”’(ou Syntaxis Mathematica), ele expan-
diu a tabua de cordas de Hiparco. Essa tabela ampliada fornece os senos dos angulos
de 0° até 90°, com incremento de 15°. Além disso, através das técnicas utilizadas para
calcular os senos, fica evidente que Ptolomeu utilizou processos equivalentes a va-
rias formulas aplicadas atualmente na resolugao de triangulos esféricos retos8(EVES,
2004).

2.3 Contribuicdes do povo Hindu

Com o tempo, o interesse dos gregos pela matematica foi enfraquecendo, en-
quanto na india surgiam muitas obras matematicas, incluindo aplicacdes de varios
resultados geométricas a arquitetura de templos e altares, conhecidas como Sulvasu-
tras (regras de corda). Também surge uma sequéncia de obras, os Siddhantas, que,
por volta de 400 d.C., teriam sido atribuidas ao deus do sol Surya. Mesmo sendo
uma obra voltada para a astronomia, revolucionou a trigonometria pela maneira como
relacionava cordas e angulos centrais (EVES, 2004).

As contribui¢des dos hindus antigos no campo da trigonometria foram essenciais
para desenvolvimento de muitas ideias modernas. Segundo Boyer (2012), os matema-
ticos indianos, a partir do século V d.C., comegaram a introduzir conceitos e métodos

2Trigonometria desenvolvida sobre uma superficie esférica.
3Triangulo construido sobre uma superficie esférica e tem um dos angulos internos medindo 90°.
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diferentes dos gregos, especialmente com o uso de fungdes trigopnométricas baseadas
em um circulo unitario, em vez de tabelas de cordas.

Neste contexto, se destaca Aryabhata (476-550 d.C.), que escreveu o Aryabhatiya.
Ele foi pioneiro na introdugao da fungao seno (jya) e de suas tabelas associadas, mar-
cando uma mudanca significativa na forma como angulos e relagdes trigonométricas
eram tratados. Aryabhata também relacionou essas fungdes a calculos astronémicos,
permitindo previsdes mais precisas de eclipses e movimentos planetarios. Suas tabe-
las de senos tinham divisdes precisas em intervalos de 3,75 graus, um avango notavel
para a época (KATZ, 1998).

Brahmagupta (598-668 d.C.), autor do Brahmasphutasiddhanta, introduziu férmu-
las trigonométricas mais complexas, como as relagdes de soma e diferenga de senos.
Ele também utilizou a trigonometria esférica em calculos astronémicos, sendo um dos
primeiros a usar essas técnicas na India, e generalizou a férmula de Heron para trian-
gulos equilateros. De acordo com Boyer (2012), Brahmagupta chegou a um resultado
equivalente a lei dos senos, embora fosse, claro, uma reformulacdo do trabalho de
Ptolomeu.

Outro grande matematico hindu foi Bhaskara | (600-680 d.C.), que deu continui-
dade as ideias de Aryabhata. Bhaskara desenvolveu métodos de interpolagao para
aprimorar tabelas trigonométricas e derivou uma férmula aproximada para o seno de
um angulo, demonstrando uma aplicagao pratica no calculo de arcos menores (KATZ,
1998).

Segundo Boyer (2012), os matematicos hindus introduziram o conceito de meia-
corda (seno moderno), enquanto os gregos trabalhavam com cordas completas. Essa
mudanca simplificou os calculos e abriu caminho para o desenvolvimento das fungdes
trigonomeétricas modernas. Além disso, o sistema decimal indiano permitiu avangos
mais rapidos na precisédo dos calculos.

A trigonometria hindu ja incluia conceitos como secantes e cosecantes, preparando
o terreno para as expansdes trigopnométricas desenvolvidas posteriormente pelos ara-
bes e europeus. O legado dos matematicos hindus na trigopnometria é notavel, princi-
palmente por suas tabelas precisas, métodos inovadores e aplicagdes praticas (KATZ,
1998).

2.4 Contribuicdoes dos povos islamicos

Segundo Boyer (2012), o periodo de 650 d.C até 750 d.C foi muito importante para
a matematica, pois, em grande medida, o mundo ocidental havia perdido o interesse
pelas ciéncias e, se ndo fosse pelo entusiasmo islamico, muitos outros trabalhos teriam
sido perdidos. Além disso, em termos cientificos, pode-se dizer que Bagda se tornou
a nova Alexandria.

O matematico persa Al-Khwarizmi (780-850) escreveu algumas obras astronémi-
cas que, na época, costumavam envolver trigonometria. Na mesma época, houve
Thabit ibn-Qurra (826-901), que, gragas as suas tradugdes, diversas obras de Eucli-
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des, Arquimedes, Apoldnio, Ptolomeu e Eutdcio nao foram perdidas, além de ter feito
algumas contribuicbes na matematica e na astronomia.

Assim como na numeracao havia competicao entre os sistemas de origens grega
e indiana, também nos calculos astronémicos houve a principio na Arabia dois
tipos de trigonometria — a geometria grega das cordas, como é encontrada no
Almagesto, e as tabelas hindus de senos, derivadas através dos Sindhind. Aqui
também, o conflito terminou com triunfo do sistema hindu, e quase toda a trigono-
metria arabe finalmente se baseou na fungdo seno. Na verdade, foi também por
meio dos arabes, e ndo diretamente dos hindus, que essa trigonometria do seno
chegou a Europa. (Boyer, 2012, p)

Abu’l-Wefa demonstrou teoremas, como as formulas para o seno do angulo duplo
e para o seno da metade de um angulo. Além disso, a lei dos senos para tridangu-
los esféricos € atribuida a ele por Abu Nars Mensur, pois Abu’l-Wefa apresentou uma
formulacao clara para a lei. Abu’l-Wefa também fez uma nova tabela para senos e
tangentes e utilizou todas as seis fungdes trigonométricas e varias relagdes entre elas
(EVES, 2004).

O astronomo Nasir al-Din (Eddin) al-Tusi (1201-1274) foi o responsavel por estudar
a trigonometria separada da astronomia e da geometria. Ele utilizou as seis fungdes
trigonométricas e estabeleceu regras para resolver varios problemas com tridngulos
planos e esféricos, mas, infelizmente, seu trabalho nao teve muita influéncia na Europa.
(WORLDOMETERS, 2023)

2.5 Contribuicées europeias

Ao longo da segunda metade da Idade Média, o interesse dos povos arabes e is-
lamicos pela matematica arrefeceu. Por outro lado, pode-se dizer que os europeus
assumiram sua heranga intelectual, e apresentaram diversas contribuigdes. Na trigo-
nometria, alguns matematicos que produziram resultados notaveis foram: Leonardo
Fibonacci, que escreveu algumas obras, entre elas a "Practica Geometriae”; Regio-
montanus, que escreveu "De Triangulis Omnimodis”, obra que marcou o renascimento
da trigonometria; Nicolau Copérnico, astrbnomo que mostrou que a Terra gira em torno
do Sol; e Georg Joachim Rheticus, que publicou o tratado "Opus Palatinum de Triangu-
lis”, considerado o mais elaborado tratado de trigonometria até hoje (BOYER, 2012).

De acordo com Eves (2004), também merecem destaque: Frangois Viéte, que re-
solveu equacgdes cubicas usando trigonometria; Thomas Finck, conhecido por inventar
as palavras "tangente”e "secante”; e Bartholomaeus Pitiscus, que publicou o primeiro
livro com a palavra "trigonometria’em seu titulo. No século XVII, surgiram grandes
nomes como Napier, Harriot, Oughtred, Galileu, Kepler, Pascal, Descartes, Fermat,
Newton e Leibniz, e a matematica se expandiu, gerando varios novos campos.

Com Leonhard Euler (1707-1783), a trigonometria tomou sua forma atual, com as
abreviagoes sin, cos, tang, sec e cosec, que foram utilizadas por ele na obra Introductio.
Ele definiu as fungdes trigonométricas em termos de séries infinitas e certas relagdes
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algébricas, tornando-as mais adequadas aos métodos empregados no Calculo Dife-
rencial e Integral. Além disso, a identidade de Euler, que une a trigonometria e os
numeros complexos, e outras contribuigcdes importantes, consolidaram a trigonometria
como uma ferramenta fundamental na matematica (KATZ, 1998).

Conforme vimos até aqui, a evolugao da trigonometria ao longo da histéria é con-
sequéncia, por um lado, do avango do conhecimento matematico e por outro, das suas
aplicagdes em diversos campos, como astronomia, navegagao e engenharia. Além
disso, essa trajetéria evidencia que, de modo semelhante ao que ocorre com as de-
mais areas da matematica, a trigonometria € resultado de uma complexa construgéo
humana, permeada por contribuicées de diferentes povos.

3 LEIDOS COSSENOS

A Lei dos Cossenos afirma que, dado um tridngulo qualquer, o quadrado de um
lado é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados menos o dobro do produto
destes dois lados pelo cosseno do angulo formado por eles. Ou seja, em um triangulo
cujas medidas dos lados sao representadas por a, b e c e sendo A a medida do angulo
oposto ao lado a, temos:

a® = b* + & — 2bc.cos(A) (1)

3.1 Demonstracio utilizando o Teorema de Pitagoras®

Sem perda de generalidade, observe que, caso o tridngulo seja retdngulo em A,
temos cos(A) = 0 e a Lei dos Cossenos equivale ao Teorema de Pitagoras. Desta
forma, restam apenas duas possibilidades: o tridngulo € acutangulo ou é obtusangulo.
Vamos considerar estes casos separadamente.

Caso I. o tridangulo é acutangulo.

Sejam h a medida da altura BH e = a medida do segmento AH, conforme mostra
a figura a seguir.

4Baseado em lezzi (2013)
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Figura 1 — Fonte: O autor

Como o segmento BH é uma altura, temos dois tridngulos retangulos: triangulo
AHB e o triangulo BHC. Em ambos vale o Teorema de Pitagoras. Assim, no triangulo
AHB temos:

A =a2+hn? (2)
Isolando h?, podemos escrever

-z =h? (3)
Utilizando o Teorema de Pitagoras no triangulo BHC temos:

a® =h*+ (b— )
a’> = h?+b* — 2bx + 22

Isolando ~? mais uma vez, obtemos

h? =a%—b* — 2% + 20z (4)
Igualando as equagdes (3) e (4),

a?— b4 2bx —2® = —2?
A partir dai, isolamos a? para obter

a® =0+ — 2bx (5)

A partir do tridangulo AHB, temos que cos(A) = —. Dai, x = c.cos(A). Utilizando
este resultado na equacgao (5) obtemos o resultado desejado. Isto é,

RS

a® = b* + & — 2bc.cos(A)

Instituto Federal de Pernambuco. Campus Pesqueira. Curso Licenciatura em Matematica. 2025.



Caso Il: O angulo A é obtuso.

Sejam, respectivamente, h e x as medidas da altura CH e do segmento AH, con-
forme mostra a figura a seguir.

Figura 2 — Fonte: O autor.

Note que os triangulos BCH e AHC sao retangulos. Aplicando o Teorema de Pita-
goras no triangulo AHC, podemos escrever

B2 = b2 — 22, (6)

Procedendo de forma analoga no triangulo BCH, temos

a’> =h*+ (z+c)?
h* =a® — (z + ¢)?
h? =a*— & — 2% — 2ca. (7)

Igualando as equacgdes (6) e (7) e isolando a?, obtemos

a® = b* + ¢ + 2cr. (8)

Seja a a medida do angulo BAC'. Entdo, CAH = 180 — «. Além disso, temos que
cos(a) = —cos(180 — «). Estes fatos permitem escrever

cos(180 — a) = %

xr = —b.cos(a). 9)
Finalmente, utilizando (9) em (8), chegamos ao resultado desejado:
a® = b* + ¢ — 2bc.cos(A). (10)

De forma analoga, é possivel mostrar que:

b = a® + ¢* — 2ac.cos(B)

1
& =a®+b* — 2ab.cos(O). ()
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3.2 Demonstracgao utilizando coordenadas no plano
3.2 Demonstragao utilizando coordenadas no plano

Nesta sec¢do, utilizaremos a formula da disténcia euclidiana entre dois pontos no
plano para demonstrar a Lei dos Cossenos.

Sem perda de generalidade, vamos considerar um triangulo ABC', obtusangulo em
A. Para simplificar os calculos, é conveniente fixar o vértice A na origem do sistema
de coordenadas, o vértice B sobre o eixo z e o vertice C' pode ser localizado em uma
posicao arbitraria no plano. Além disso, tragarmos a altura h a partir de C' até o eixo «
e denominamos de d a medida da projecao do lado b sobre 0 eixo x, conforme mostra
a figura a seguir

Figura 3 — Fonte: O autor.

Desta forma, temos os pontos A = (0,0), B = (¢,0) e C = (—d,h). Note que a
medida do angulo CAD é igual a 180° — «. Lembrando que sen(180° — «) = sen(a),
podemos escrever

h
sen(a) = 3
h =bsen(a). (12)
Ainda considerando o tridangulo C' AD, e recordando que cos(180° — «) = —cos(«),
temos que
d
—cos(a) = 5
d = —bcos(a). (13)

Utilizamos (12) e (13), para escrever C' = (bcos(a), b sen(a)).

No triangulo ABC, note que a medida do lado oposto ao vértice A € igual a distancia
entre os pontos B e C'. Portanto,

= /(bcos(a) — ¢)2 + (bsen(a) — 0)2

> = (bcos(a) — ¢)* + (bsen(a))?

2 = b? cos?(a) — 2be. cos(a) + ¢ + b sen’*(a)
2 _ 12

= b*(sen*(a) + cos*(a)) + ¢* — 2bc.cos(a)

(14)

2 o o °
I
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Como sen?a + cos’a = 1, temos o resultado desejado:

a® = b* + ¢ — 2bc.cos()

3.3 Uma demonstracgio da formula de Heronf
3.3 Uma demonstracao da férmula de Heront

Heron de Alexandria foi um matematico grego que viveu no século | conhecido
por diversas contribuicdes a Matematica, incluindo a formula que leva seu nome para
calcular a area de um triangulo. A Férmula de Heron permite calcular a area de um
tridangulo quando se conhece as medidas de seus trés lados, sem a necessidade de
calcular a altura. Em notagdo moderna, a férmula afirma que, para qualquer tridngulo
ABC com lados medindo a, b e ¢, sua area S € dada por

S =+/s(s—a)(s—b)(s — c) (15)

em que s € o0 semiperimetro do triangulo.

Nesta secao, vamos utilizar a Lei dos Cossenos para demostrar a féormula de Heron.
Como ponto de partida, utilizamos a férmula que permite calcular a area de um triangulo
conhecendo a medida de dois lados e o valor do seno do angulo formado por eles. Mais
precisamente,

S = %ab sen(a), (16)

em que a e b representam as medidas de lados do tridngulo e a € o édngulo formado
entre esses lados. Portanto,

2S = ab sen(a)

17
45% = a*b?sen?(a) (7

Ocorre que sen?(a) = 1 — cos?(a). Assim,
45% = a*b*(1 — cos’) (18)

Pela Lei dos Cossenos, temos.

¢ = a® + b* — 2abcos(a),

logo,
2 _ 2 32
cos(a) = S =4 =Y
—2ab
2 2 7232
2, (@ —a®—b%)
cos®(a) = T :

SBaseado em Velasquez (2005).
6Baseado em Velasquez (2005).
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ou seja.
2 2 1232
2 272 (¢ —a® = b°)
45% = a*b°[1 — TE ]
452 — g2b? — (¢ —a® = 0?)?
4
A 4a20? — (2 — a? — b?)?

4
16S? = 4a’V* — (* — a* — b*)?
165? = [2ab + (¢* — a* — b%)][2ab — (¢* — a* — b?)]
165 = [¢* — (a = b)*][(a — b)* — ¢’]
165% = [c+ (a — b)][c — (@ — b)][(a + b) + ¢][(a + b) — (]
165 =(a+b+c)(b+c—a)a+c—b)(a+b—rc)
Note que 2s = a+b+c. Assim, b+c—a = (a+b+c)—2a. Ouseja, b+c—a = 2s—2a =
2(s — a). De modo anélogo, concluimosque a+c—b=2(s—b)ea+b—c=2(s —c).
Utilizando estas relagdes, obtemos o resultado desejado:
165% = 16s(s — a)(s — b)(s — ¢
S? = 5(s —a)(s —b)(s —c) (19)
S =+/s(s—a)(s—b)(s—c).

4 LEIDOS SENOS

A lei dos senos é bastante utilizada em diversas areas do conhecimento, pois per-
mite calcular angulos ou a medida do lado de um triangulo qualquer conhecendo um
lado e dois angulos ou dois lados e um angulo. Seu enunciado afirma que, em um tri-
angulo qualquer, o quociente entre cada lado e o seno do angulo oposto, é constante
e igual ao didmetro da circunferéncia circunscrita ao triangulo. Ou seja

b

sen()  sen(B)  sen(C)

4.1 Demonstracao utilizando Geometria Euclidiana Planal

Seja um triangulo ABC qualquer, inscrito em uma circunferéncia de raio » > 0,
tracemos seu diametro partindo do vértice B até o ponto B’, e construimos o seguimento

B'C, conforme vemos na figura a seguir:

"Baseado em lezzi (2013).

Instituto Federal de Pernambuco. Campus Pesqueira. Curso Licenciatura em Matematica. 2025.



13

Figura 4 — Fonte: O autor.

Como A e B’ sdo angulos inscritos que determinam a mesma corda, entdo = B
A partir do triangulo B’ BC, podemos calcular o seno de B’. Dai, temos sen(B’) = ; =
”
sen(A). Isto significa que
¢ o (20)
sen(A)

Procedendo de forma analoga, podemos construir tridangulos convenientes e obter

b — =2re ¢ — = 2r. Logo, o resultado esta demostrado.
sen (B) sen (C)

4.2 Uma aplicagao da Lei dos Senos
4.2 Uma aplicagao da Lei dos Senos

(UFPB - adaptado) A prefeitura de uma certa cidade vai construir sobre um rio que
corta essa cidade, uma ponte que deve ser reta e ligar os pontos, A e B, localizados
nas margens opostas do Rio para medir a distancia entre esses pontos, um topografo
localizou um terceiro ponto C, distante 200m do ponto A e na mesma margem do rio
onde se encontra o ponto A. Usando um teodolito (instrumento de precisdo para medir
angulos horizontais e angulos verticais, muito empregado em trabalhos topograficos),
o topografo observou que o angulo BCA e cab mediam respectivamente 30 graus e
105° conforme ilustrados na figura abaixo:
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Figura 5 — Fonte: UFPB

Com base nessas informagdes, qual sera o tamanho da ponte?

Este é um exemplo muito comum da aplicagéo da lei dos senos na engenharia, e
para resolvé-lo precisamos lembrar que a soma dos angulos internos de um triangulo
€ 180°, para que possamos descobrir o dngulo B que mede 45°. Agora, aplicando a
Lei dos Senos, temos

200  d
sen(45°)  sen(30°)
20 _d
v2 ool
2 2 (21)
d? = 100
200
d==—==100v2.
V2

5 CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo estudar as Leis dos Senos e dos Cossenos, in-
cluindo elementos histéricos sobre o desenvolvimento da trigonometria, demonstra-
¢des e algumas aplicagoes.

Percebemos que o desenvolvimento da trigonometria ocorreu ao longo de milé-
nios, de forma gradativa e fortemente influenciado pelas demandas sociais de diferen-
tes povos. Isto evidencia que a inclusao de aplicagdes e aspectos histéricos no en-
sino da trigonometria na Educacao Basica permite que os estudantes compreendam
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a importancia da trigonometria em diversas areas do conhecimento, como engenharia,
astronomia e navegacao, estimulando o pensamento critico e o reconhecimento da
matematica como um campo fundamental para o desenvolvimento social, cientifico e
tecnologico.

Para arealizagao de estudos futuros, sugerimos a investigagao sobre metodologias
ativas que promovam uma aprendizagem mais dindmica dos conceitos de trigonome-
tria, considerando o uso de modelagem matematica, softwares interativos e atividades
experimentais, inclusive integrando a trigonometria com outros componentes curricu-
lares, como fisica, geografia e computacgao.
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