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OBJETIVO DO LIVRO

O objetivo principal deste material € introduzir o calculo vetorial para os estudantes dos
cursos de Engenharia Elétrica, utilizando uma abordagem que transforma a linguagem complexa
e técnica frequentemente utilizada em cursos de matemética em algo mais simples, didéatico e
direto. Nosso propoésito € facilitar a compreenséo e aplicacdo dos conceitos de calculo vetorial
nas disciplinas técnicas do curso, ajudando a construir uma base soélida e préatica para os futuros

engenheiros.

DESMISTIFICANDO A MATEMATICA NA ENGENHARIA

E importante ressaltar que este material ndo busca, de forma alguma, desvalorizar a
matematica tradicionalmente estudada nos cursos de Engenharia. Pelo contrario, nosso objetivo
€ desmistificar a ideia de que a matematica é uma disciplina isolada e sem aplicacdo pratica. A
matematica é fundamental para a engenharia, e através deste material, vamos mostrar como o
calculo vetorial é aplicado diretamente em diversas disciplinas técnicas do curso de Bacharelado

em Engenharia Elétrica do IFPE - Campus Garanhuns.

CONHECA O DAVI!

Ola pessoal! Me chamo
Davi, e estou muito
animado para

acompanhar vocés




Para tornar nossos estudos mais interativos e dinamicos, apresentamos Davi, um
estudante de Engenharia Elétrica que vai nos acompanhar durante toda a jornada. Davi estara
presente em nossas aulas, participando ativamente, tirando dividas e comentando as resolucdes
dos problemas. Ele seré seu guia e colega, facilitando a compreensao dos conceitos e mostrando

como eles se aplicam no dia a dia de um engenheiro eletricista.

Esperamos que este livro seja uma ferramenta valiosa em seus estudos e que, junto com
o Davi, vocé consiga navegar pelos conceitos do céalculo vetorial de maneira mais clara e pratica.
Prepare-se para explorar as contribuicdes da mateméatica para a engenharia e descobrir como
esses conhecimentos podem ser aplicados diretamente nas disciplinas técnicas do seu curso.

Boa leitura e bons estudos!

1. CAMPOS VETORIAIS

1.1 Definicao De Campos Vetoriais

N&o da para estudarmos o calculo vetorial sem antes entendermos o que é uma funcéo
vetorial. Vocé ja deve estar acostumado com fungdes escalares, do tipo f(x,y) , que recebem

valores de variaveis (x,y ou z) escalares e, também, geram um escalar como resultado.

Por exemplo, a fungao:
f(x,y) =2x+3y
Aplicando o ponto (2,1), temos:
f(21)=2-2+4+3-1=7,sendo 7 um escalar.
Ao aplicarmos pontos nessas fungdes escalares, obtemos um campo escalar.

Funcdes vetoriais, do tipo F(x, y,) , sao funcdes, que assim como no caso escalar,
recebem valores de variaveis escalares, porém, diferente delas, essas fun¢cées geram um vetor
como resultado.

Basicamente, sendo D um conjunto de R?, um campo vetorial em R? associa um ponto
(x,y) de D em um vetor bidimensional, como mostra a figura abaixo .
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Figura 1.1 Campos vetoriais em R? do subconjunto D.

O mesmo acontece no R3, onde um campo vetorial em R3 associa um ponto (x,y, z) de

um conjunto E em um vetor tridimensional, como mostra a figura abaixo.

.' Fixy,2)

—— | /
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Figura 1.2 Campos vetoriais em R3.

Por exemplo, a fungéo:

ﬁ(x, y) = 2xi + 3yj

Aplicando o ponto (2,1), temos:

ﬁ(Z,l) =2-21+3-1j =41 + 3], sendo 4{ + 3j um vetor.



Pera ai, professor. Quer
dizer que aplicando valores
escalares as varidveis da
fungao vetorial ,eu gero um
campo vetorial?

Isso mesmo, Davi! Ao aplicarmos varios pontos em funcdes vetoriais, obtemos campos
vetoriais como esses:
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Figura 1.3 Campos vetoriais em R? obtidos a partir de fungGes vetoriais.

Agora que ja temos a ideia do que é um campo vetorial, precisamos estudar alguns outros
conceitos para que possamos entender suas propriedades.

Os vetores, assim como 0s numeros podem ser somados, subtraidos e multiplicados.
Veremos agora como essas operacgdes sao feitas.

1.2 Modulo

O maddulo, ou norma, de um vetor, pode ser interpretado como a distancia entre a origem
até a extremidade de um vetor. O médulo pode ser calculado das seguintes maneiras:

° No R?, sendo o vetor @i = (x,y), temos que seu modulo || € dado por:



i] = Jx% + y2

° No R3, sendo o vetor ¥ = (x,y, z), temos que seu modulo |#| é dado por:

v = \/xz + y? + z2
1.3 Soma vetorial

Imagine que temos dois vetores, o vetor 1 e o vetor ¥. Qual seria a soma deles?

Como assim,
professor?

Vé s0, Davi, d4 uma olhada na figura abaixo.

Figura 1.4 Soma vetorial pela regra do paralelogramo.

Pela figura, temos que s = 1 + v. Uma forma de fazer a soma de vetores é desenhando
um vetor seguido do outro, respeitando seu sentido. Assim, a soma dos vetores sera o vetor que
vai da origem do primeiro até a extremidade do ultimo vetor. Essa técnica de soma vetorial se

chama regra do paralelogramo.

Se existe soma vetorial, pela logica, também h& a subtragéo vetorial, que se da de maneira

parecida. Se liga na figura abaixo.
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Figura 1.5 Subtracéo vetorial pela regra do paralelogramo.

Usando a regra do paralelogramo, temos que d=1-19. A diferenca da soma, é que

invertemos o sentido de um vetor, jAque © — v = U + (—7v).

Tem s6 um pequeno
problema, professor. Eu
sou péssimo em
desenhar!!! O que eu fago
agoral?

Fica calmo, Davi. Confesso que também ndo sou muito bom em desenhar, fora que em

casos que envolvem vetores tridimensionais, o desenho de vetores pode ser mais complexo.

Nesse caso, podemos realizar a soma de vetores somando ou subtraindo as coordenadas

de cada vetor. Por exemplo, seja o vetor U = (x;,y1,21) € 0 vetor v = (x,,y,,2,), temos que:

U+V = (X,Y1,21) + (X2, ¥2,25) = (X1 + X3, Y1 + V2,21 + 23)

Além disso, a soma vetorial apresenta as seguinte propriedades:

&l

° Comutativa: U +v = v +

v
° Associativa: (U +v)+a=u+ (v +ad)

11



1.4 Multiplicacao Por Escalar

Davi, uma pergunta. Imagine que Edilson, um eletricista, tem que fazer uma ligagéo de 6
metros, mas ele sO tem pedacos de 1,5 metros de fio de cobre, de quantos pedacos serdo

necessarios?

Y

Finalmente uma pergunta
facil! Se o Edilson precisa de 6
metros, entao:

1,5x4=6

Exatamente, Davi! E se eu te falar que a multiplicagdo de um vetor por um namero real é

tdo facil quanto esse problema?

Vé so, quando multiplicamos um vetor por uma constante real, sua direcdo ndo muda,

apenas seu modulo e sentido podem ser alterados.

Imagine que um dos pedacos de fio de cobre é o vetor 1, que aponta para a direita e de
maddulo de 1,5 metros, ao multiplicar esse vetor por uma constante k, seu médulo € multiplicado
k vezes. Se k = 2, seu mdodulo dobra e seu sentido permanece igual. Ja se k = —2, 0 médulo

ainda ird dobrar, porém, o seu sentido vai se inverter, como mostra a imagem abaixo.

l

N, .
~
=

-2uU

Figura 1.6 Pedacos de fio de cobre representados como vetores.

Sendo U = (x4, y1,2;), temos que:
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U-k=k-(x,y,21) = (kxy, kyq, kzy)
O produto entre escalares e vetores possui as seguintes propriedades:

° a- (bi) = (ab) - u
° (a+b) -uU=au+bu

° a-(WU+7v) =au+av

Agora que ja vimos isso tudo, que tal exercitarmos tudo o que vimos até agora?

Exemplo 1: Determine qual vetor possui 0 maior médulo, sendo # = (-3,4,0) e ¥ =
(2,4,4).

Solucéo:
Temos que:
il =/32+42+02=V9+16=V25=5
13l =22 +42+42 =41 16+16=V36=6

Como 6 > 5, temos que ¥ é 0 vetor que possui o maior médulo.

Exemplo 2: Determine o moédulo do vetor w, dado por w = =5 (i — 2¥), sendo u =
(2,3,0) e B = (15,0, —6).

Solucéo:
Temos que:
w=-5-[(2,3,0) — 2(15,0,—6)] = =5 - [(2,3,0) + (30,0, 12)]
= —5.(—28,3,12) = (140, —15,—60)
Logo:

|W| = /1402 + 152 + 602 = V23425

13



1.5 Produto Escalar

Entdo Davi, acredito que vocé deva se lembrar 14 da quarta ou quinta série, onde vocé

aprendeu que 2 -5 =10 ou que 12 - 3 = 36, ndo é7?

Lembro sim, professor.
Aquilo é que era época boal!
Matematica simples e
descomplicada.

Pois é Davi, tenho que concordar com vocé que a matematica do fundamental € bem mais
simples do que a que a gente vé em cursos superiores, mas relaxa, estou aqui para descomplicar

e facilitar seu aprendizado nessa fase da sua formagéo.

Voltando aos nossos estudos, multiplicar dois niUmeros reais é muito tranquilo, né? Mas e

se eu te perguntar qual é o produto entre dois vetores? Tipo i = (1,5,6) e ¥ = (—3,4, 7).

Poxa, professor. Eu até sei
multiplicar um vetor por
uma constante real e tal,
mas dois vetores? Isso eu

14



Relaxa Davi, pode deixar que eu te explico. O produto entre dois vetores pode ser escalar
ou vetorial. Inicialmente vamos estudar o caso escalar. Sejam dois vetores quaisquer i e v , 0

produto escalar, ou produto interno, entre esses vetores é representado por:
— - — -
u--vou<u,v>

A forma normalmente mais usada é a do pontinho. Mas cuidado, porque mesmo que esse
pontinho possa parecer que se trata de uma simples multiplicagéo entre dois numeros reais, nao

€ bem assim. Seja u = (x1,y1,21) € U = (x3,¥5,23), teMOS que:

U U= (X1,Y1,21) - (X2,¥2,22) = X1X + V1Yo + 212,

O resultado de um produto escalar gera um escalar, como o proprio nome sugere. O

produto escalar possui as seguintes propriedades:

° Uu-v=v-u

° U-v)-a=u-(¥-a)

° Vu - u = |uj

° i - ¥ =0, se e somente se U e ¥ formarem um angulo de 90° graus entre eles.

1.6 Produto Vetorial

O produto vetorial entre os vetores € comumente representado por:
U XV

Diferente do produto escalar, o resultado de um produto vetorial € um vetor. Mas como

resolver isso? Para isso, vamos montar o determinante.

Mas como é que eu
resolvo esse
determinante?
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Vé s6 Davi, n6s vamos resolver o produto vetorial entre os vetores 1 = (1,2,1) e v =

(2,3,2). Na primeira linha do determinante, vocé deve colocar os vetores da base cartesiana que

indicam x,y e z. No caso, chamaremos de 7 ,j e k 0s vetores unitarios nas direcdoes de x,y e z,

respectivamente.

Na segunda e terceira linha, vocé deve colocar as componentes de i e ¥, que devem estar

em ordem.
o a  JE k
uXv={ 2 1l|leu
2 3 2| «v

Dai, para resolver , faz-se como determinantes de matrizes.

-

k

Assim, temos que:

4 x¥=(1,0-1)

O produto escalar possui as seguintes propriedades:

Y UXu=0

° UXV=—-UX1U

° W-(U+ V) =WXU+WXD

° i xB3=0, se e somente se um dos vetores ser nulo, ou os vetores serem

colineares (formarem angulo de 0° graus).

° U X ¥ é ortogonal tanto a ¥ quanto a v.

Agora que conhecemos os produtos entre vetores, que tal exercitarmos?

16



Exemplo 3: Sendow =3 - (i + ), ¥ = (4u—v), u = (1,3,2) e ¥ = (—1,4,0), determine
o produto vetorial W x X e o produto escalar w - X.
Solucéo:

Esse problema envolve todas as operacdes vetoriais vistas até aqui. Para comegarmos,

vamos determinar quem s&o os vetores w e ¥. Temos que:
w=3-[(132)+(-1,40)]=3-(0,7,2) = (0,21,6)

% =1[4(1,3,2) - (-1,4,0)] = [(4,12,8) + (1,—4,0)] = (5,8,8)

Temos entao que:

w % =(0,21,6)-(58,8) =0+ 168 + 48 = 216

i J k
Wx X = {o 21 6] = (168 — 48)i + (30 — 0)j + (0 — 105)k
5 8 8

Logo:

<X =216

Sl

W x % = (120,30, —105)

1.7 Operadores Vetoriais

Nesse topico conheceremos o operador “del” (V), dado por:

d d 0
r= (222
dx dy 0z
Mesmo parecendo um vetor, o “del” € um operador, ou seja, ele realiza alguma tarefa,

uma delas é determinar o vetor gradiente aplicando uma fungéo escalar f(x,y, z).

7 =52 530
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Mas afinal, o que € vetor gradiente de uma funcdo? O gradiente de uma funcao
multivaridvel de valores escalares, do tipo f(x,y,z), denotado por Vf, que contém todas as
informacdes sobre suas derivadas parciais em um vetor. Para ficar mais claro, vamos fazer
alguns exercicios para fixar melhor.

Exemplo 4: Determine o vetor gradiente da funcdo f(x,y) = x%y + x.
Solucéo:
Sendo f(x,y) = x?y + x , calculando as derivadas parciais , temos que:

_ (91 91 _
Vf = (5'@) = (2xy + 1, x?)

Exemplo 5: Determine o vetor gradiente da fungéo f(x,y,z) = yz + xz3
Solucéo:
Sendo f(x,y) = yz + xz* , calculando as derivadas parciais, temos que:

f of
vf = (%,%,a—];) = (2%, 2,y + 3x22)

Uma interpretacdo do vetor gradiente é a seguinte: Imagine vocé parado no ponto
(X0, Yo, 2o, - - -- ) NO dominio de f(xg, Yo, Zo,---.), O vVetor Vf diz a vocé em que direcdo vocé deve
caminhar para aumentar o valor de mais rapidamente.

Ja vimos o que o operador del pode fazer em um campo escalar, mas e em um campo
vetorial? Sendo ﬁ(x, y,z) = xi+yj+zj um campo vetorial, a partir do produto escalar 7.
F"(x, y, z), obtemos a divergente do campo F, gue representamos como div F. Logo: div F=
= 3 dF OF _ OF
voF= (54 T =)
Mas afinal, para que

serve esse tal de
divergente, professor?

18




Davi, é simples, imagina que o campo vetorial que a gente ta analisando € o escoamento
de um liquido. A divergente desse campo vai nos informar se esse liquido esta “escoando” ou

“‘jorrando”. Ficou confuso? Vamos ilustrar isso.

Campo vetorial, onde div F > 0:

Voo =)
|

Figura 1.7 Campo vetorial onde divF > 0.

Note que os vetores estdo “saindo” do ponto central, pensando como o escoamento de

um liquido, € como se ele se comportasse como uma fonte jorrando agua.

Figura 1.8 Analogia a um campo vetorial onde div?') > 0.

Campo vetorial, onde div F < 0:

Figura 1.9 Campo vetorial onde divF < 0.
Note que, agora, os vetores estdo “entrando” do ponto central, pensando como o

escoamento de um liquido, € como se ele se comportasse como um ralo escoando agua.
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Figura 1.10 Analogia a um campo vetorial onde divF < 0.

Ainda ha o caso onde a divergente de um campo vetorial é 0, nesse caso, € como se 0
“‘escoamento do liquido” ndo sofresse influéncia nenhuma, como mostrado abaixo.

Campo vetorial, onde div F = 0:

o | |

- ]
Y

L o L]

Figura 1.11 Campo vetorial onde divF =0.

Que tal um exercicio para fixar tudo isso?

Exemplo 6: Determine div F no ponto (2,1,0), sendo F = 2zyi + 3xj — sen(2)k.

Solucéo:
Temos que:
. —  (0(2zy)  0(3x) 6(—sen(z))> _ _
dwF—( o + 3y + 57 =(0+0—cos(z)) = —cos(z)

div F(2,1,0) = —cos(0) = —1
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Agora, no lugar de trabalharmos com o produto escalar, como no célculo do divergente,

faremos o produto escalar 7 x ﬁ(x, y, Zz), onde obtemos o rotacional do campo vetorial F=xi+
y j + zj. O rotacional pode ser calculado por:

A A

¢ 41 Kk
o _ |90 o8 9

v X F = Jdr Jdy 0z
i, 0, K

] 2

Dai, calculando o determinante desta matriz, temos que:

L (0. 8N, (8 dN\-. (0 8\
UxFo(2o-2y)i-(Zo- o5+ (Zy- o)k
" (e)g - "’) : ((’).1‘ 0 ') & ( 1 ’)

oz’ oy’

Professor, se tanto o
divergente, quanto o
rotacional sao obtidos por
meio de produtos, qual a

diferenca entre eles?

Boa pergunta, Davi! V& sO, como ja vimos, o divergente mede a taxa de variacdo
volumétrica de um campo em torno de um ponto. Em termos mais simples, ele nos diz se um

campo esta "se espalhando"” (divergindo) ou "se contraindo" (convergindo) em um ponto.

O rotacional, por sua vez, mede a circulacao ou rotacao local do campo em torno de um

ponto. Ou seja, o rotacional nos diz o quanto e em que sentido o campo esta "girando" ou

"rodopiando” em torno de um ponto. Se associarmos 0 rotacional ao comportamento de um
liquido, assim como fizemos com o divergente, teriamos o seguinte:

Campo vetorial, onde rot F > 0:

21



N

Figura 1.12 Campo vetorial onde rot_ﬁ > 0.

Analisando a figura 1.12 € possivel notar que quando o rotacional de um campo vetorial &
maior do que 0, sendo este o vetor 0, indica uma rotacéo local do campo em torno de um ponto

no sentido anti-horario.

Campo vetorial, onde rot F < 0:

-~

Figura 1.13 Campo vetorial onde rot? <0.

Analisando a figura 1.13 é possivel notar que, diferente do caso mostrado na figura 1.12,
quando o rotacional de um campo vetorial € menor do que 0, indica uma rotacéo local do campo

em torno de um ponto no sentido horario.

E importante lembrar que o rotacional & um vetor, logo a ideia de “positivo” e “negativo”

nao se aplicam a ele. A interpretacdo de rotF<0ourotF>0¢a direcdo onde este vetor

aponta.

Por meio das figuras 1.12 e 1.13 € simples perceber que a interpretacao fisica do
rotacional diferente de 0 de um campo vetorial associada a um liquido seria um vortice (ou

redemoinho), como mostra a figura 1.14.
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Figura 1.14 Vortice de agua.

Campo vetorial, onde rot F = 0;

Figura 1.15 Mar calmo.

Quando o rotacional de um campo vetorial € nulo, 0 chamamos de campo irrotacional,
ou seja, ndo ha rotacdo local ou redemoinhos como visto anteriormente. Como mostra a figura

1.15, a melhor associacao a este comportamento sdo as aguas do mar calmo.

1.8 Diferencas Entre os Operadores Vetoriais

Fala Davi, conseguiu entender tudo sobre os operadores vetoriais?

Entender, eu entendi
professor. Mas ainda me
confundo entre eles!
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Pode ficar tranquilo que eu te ajudo, Davi. Vé sé, para comecar, vamos analisar a figura

abaixo.

Escalar —» Gradiente —>» Vetor

Vetor —_— Divergente —>» Escalar

Vetor —> Rotacional —>» Vetor

Figura 1.16 Operadores vetoriais.

Pela figura 1.16 fica facil de perceber que o operador gradiente (Vf) recebe um campo
escalar e devolve como resultado um campo vetorial, enquanto o operador divergente (17 . 17“) faz
justamente o contrario, recebe um campo vetorial e devolve um campo escalar como resultado.
Por fim, temos o rotacional (|7 X 17") gue recebe um campo vetorial e também devolve um campo

vetorial como resultado.

Em resumo:

Operacao Tipo daentrada  Tipo da saida Interpretacao fisica

Gradiente Escalar Vetor Mede a taxa de variacao
maxima de um campo escalar
e aponta na dire¢cdo de maior
variacao.

Divergente Vetor Escalar Mede o fluxo de saida ou
entrada de um campo vetorial
em um ponto. Esta relacionado
a presenca de fontes ou
sorvedouros.

Rotacional Vetor Vetor Mede
a tendéncia de rotacao ou
circulacado de um campo
vetorial em torno de um ponto.
Indica se o campo gira ou nao.

Gradiente Escalar Vetor Mede a taxa de variacao
maxima de um campo escalar
e aponta na dire¢cdo de maior
variacao.
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2. SISTEMA DE COORDENADAS

Até agora, vocé tem estudado e trabalhado com o sistema cartesiano, se baseando nas

coordenadas x, y e z, ndo é isso Davi?

Exatamente, professor! Até
agora, so usei esse tipo de
coordenada, e para ser sincero,
nem sei se existem outras.

Existem sim, Davi! Em geral, as coordenadas servem para nos localizar no espaco. Um
exemplo bem simples da aplicacdo das coordenadas é o jogo Batalha Naval.

O jogo Batalha Naval é um jogo de tabuleiro em que dois jogadores tentam afundar os
navios do oponente, posicionados em uma grade de 10x10. Cada coluna é marcada com letras
(A-J) e cada linha com numeros (1-10). Os jogadores atacam anunciando coordenadas como B5

ou E7 para tentar acertar os navios do adversario.

o s 8 | 1T

Figura 2.1 Jogo batalha naval.

Se no lugar dos numeros e das letras usarmos 0s eixos y e X, iremos trabalhar com
coordenadas cartesianas, ou também chamadas de coordenadas retangulares, que
comumente usamos para localizar pontos, como no Batalha Naval, ou até demarcar distancias

percorridas. Agora, analise o grafico abaixo. Como poderiamos localizar o ponto P?
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270

Figura 2.2 Gréafico em coordenadas polares.

Pera ai! Como assim existe
um grafico redondo?

Davi, pode ficar calmo. Deixa comigo

gue eu te explico tudo!

Para conseguirmos localizar o ponto P,

utilizaremos as coordenadas polares.

2.1 Coordenadas Polares

As coordenadas polares sao outro tipo de coordenadas, normalmente elas sdo usadas
para localizar pontos em planos redondos. Para localizar um ponto em coordenadas polares
precisamos saber a distancia r do ponto até a origem do gréfico, e o angulo 8 entre a reta que o

ponto forma com a origem e o0 eixo polar, como mostra a figura abaixo.
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Figura 2.3 Gréafico em coordenadas polares.

Analisando a figura, notamos que a distancia entre o ponto P e a origem éder = 1,5, e 0
angulo entre a reta que o ponto forma com a origem e o eixo polar € de 8 = 60°. Assim, em
coordenadas polares, podemos definir o ponto P como P = (1,5,60°). Agora, podemos passar
para um caso generico.

P(r,0)

Eixo I50Iar

Figura 2.4 Ponto P em coordenadas polares.

Temos que r € a distancia da origem ao ponto P e 6 é o angulo entre a reta que o ponto

forma com a origem e o eixo polar. Onde:
r=0e0<60<2m

Héa duas coisas que precisamos nos atentar. A primeira € que, em geral, usa-se radianos
no lugar de graus quando se indica o angulo 8. Ja a segunda é que, as coordenadas em geral,
como r ou @, podem ser escritas com outras letras e simbolos, por isso é importante se atentar

ao o que cada variavel representa.

Professor, eu ja aprendi
sobre coordenadas polares.
Mas e se eu estiver no
sistema cartesiano e quiser
passar para o sistema
polar?
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Otima pergunta, Davi! D4 uma olhada na figura abaixo.

0

Figura 2.5 Ponto P no plano cartesiano.

y

\ 0

P(r,0)

X

X

Da figura, podemos tirar as seguintes conclusoes:

x =rcos(0)
y =rsen(6)

x2+yi=r

Assim como podemos fazer o contrario. Onde:

Agora, vamos exercitar.

tan(0) = 24

X

2

= 17

Exemplo 7: Encontre uma equacédo em coordenadas polares para a curva cuja equagao

em coordenadas cartesianas € dada por x? — y? = 16.

Solucgéo:

Temos que:

Logo:

x2 — y? =12%c0s?(0) —r?sen?(0) = r?(cos?(0) — sen?(6))
Segundo a identidade trigonométrica cos(268) = cos?(8) — sen?(6), temos que:

r2(cos?(0) — sen?(0)) = r?cos(20) = 16

Dai:

x =rcos(f) ey =rsen(8)

rycos(20) = 4

28



Exemplo 8: Verifique se a afirmacéo abaixo é verdadeira ou falsa.

“A equagao (em coordenadas polares) r = —4cos(8) representa uma parabola.”

Solucéo:
Temos que:
x =rcos(0) = cos(8) = x___ X
Dai:

r = —4cos(0)

X
= / 2+ 2=_4,.—
Ty Jx?% + y?

= x% +y? = —4x
=>(x+2)>2+y*=4
Assim, temos que, em coordenadas cartesianas, r = —4cos(8) é (x + 2)? + y? = 4.
Porém, diferente do que o enunciado afirma a equacgdo (x + 2)? + y? = 4 trata-se de uma

circunferéncia de centro em (—2,0). Logo, a afirmacgéao é falsa.

O resumo das coordenadas polares é:

Coordenadas Polares —» P(r,8)r =0 e 0 =6 < 2n

x =1r.cos8 y
P(r,0)
y=1r.5in@

N -

x4+ yi=r

B T
r=+Jx2+ y? \ 6

tan@ = (%’)

2.2 Coordenadas Cilindricas

Ja vimos as coordenadas polares, que sdo uma forma de localizar pontos em espagos
bidimensionais, mas e se eu quiser localizar pontos em uma terceira dimensao?
Por exemplo, Davi, imagine que em uma caixa d' agua cilindrica ha um vazamento, como

eu posso dar a localizagao exata do ponto de vazamento?
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Podemos usar as coordenadas
polares para determinar o
angulo e a distancia do centro
da caixa até o ponto de
vazamento, que nesse caso sera
o raio da caixa. Apés isso, basta
determinarmos a altura desse
ponto.

Plastifil>rct

4L20L

Figura 2.6 Caixa d' agua cilindrica.

Muito bem, Davi! E isso mesmo! O que vocé acabou de descrever é o principio das
coordenadas cilindricas.

As coordenadas cilindricas contam com r e 8, assim como as coordenadas polares, e
além dessas, contam também com a coordenada z, que € a mesma das coordenadas

cartesianas, que indica a altura. Analise a figura abaixo.

vl

X

Figura 2.7 Ponto P em coordenadas cartesianas no R3.

Em coordenadas cilindricas, o ponto P é representado como P = (r, 6, z). Assim como nas

coordenadas polares, é possivel converter coordenadas cartesianas em coordenadas cilindricas.
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P(r,0,2)

Q y=r.s§ine -

<.°06\7\£ i
> 6

Figura 2.8 Ponto P em coordenadas cilindricas.

Da figura acima, temos que:
x =rcos(0)

y =rsen(6)

Agora, vamos exercitar esses conceitos.

Exemplo 9: Encontre uma equacao em coordenadas cartesianas para a superficie cuja
equacdo em coordenadas cilindricas é dada por z?sen(8) = r3.

Solucgéo:
Temos que:
r=yJxiTy?
z=12z
y y
y =rsen(0) = sen(0) = o= \/ﬁ
Dai:

z%sen(0) =13

= 22\/%}]2 = (,/x2 +y2)3
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Exemplo 10: Encontre uma equa¢do em coordenadas cilindricas para a superficie cuja
equacdo em coordenadas cartesianas é dada por x? — y? = 3z2,

Solucéo:
Temos que:
x =rcos(0)
y = rsen(0)
zZ =27
Dai:

x? —y?2 =1r2cos?(0) —r?sen?(0) = r?(cos?(0) — sen?(8))
Segundo a identidade trigonométrica cos(26) = cos?(0) — sen?(0), temos que:
r2(cos?(0) — sen?(0)) = r?cos(20) = 3z>
Dai:

_ 2 __ 1y/cos(20)
rycos(20) =3z°ouz = 5

O resumo das coordenadas cilindricas é:

Coordenadas Cilindricas = P(r,0,z) r 20,06 <2mre z=20
z

x=r.cosf
,)
y =r.siné

zZ=2Z

2.3 Coordenadas Esféricas

Um dos livros mais vendidos no mundo é “O Pequeno Principe”, de Antoine de Saint-
Exupéry. No livro, o personagem principal € um menino que vive no asteroide B-612. Esse
asteroide € pequeno e tem apenas trés vulcdes (sendo um deles inativo) e uma rosa. A relacéo
do pequeno principe com a rosa € central para a historia e carrega profundos significados

simbdlicos.
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Figura 2.9 O pequeno principe, do livro de Antoine de Saint-Exupéry, em seu asteroide.

Davi, imagine que o principezinho, no intuito de evitar que visitantes se queimassem,
decidiu determinar a localizacdo dos dois vulcdes ativos de seu asteroide. Tendo o asteroide B-
612 um formato esférico, como o principezinho poderia determinar as coordenadas da

localizagao desses vulcoes?

Sinceramente, eu nao sei. Por se
tratar de uma superficie esférica,
nao acho que seja é possivel usar
coordenadas polares, cilindricas
ou cartesianas.

Vocé tem razdo, Davi. Por conta do asteroide B-612 ter um formato esférico, seria muito
dificil para o Pequeno Principe usar as coordenadas que vimos até agora para localizar os

vulcdes ativos. Nesse caso, para ajudarmos o principezinho usaremos coordenadas esféricas.

Vamos |a, imagine o asteroide B-612 bem no centro de um eixo. Imagine que um dos

vulcdes ativos seja o ponto P.
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Figura 2.10 Ponto P no espaco R3.

Para conseguirmos a posi¢ao do vulcao, vamos precisar de trés elementos:

° A distancia p do ponto desejado até a origem.
° O angulo 6 entre os eixos x e y.
° O angulo ¢ entre o vetor OP e 0 eixo z.

Com esses trés elementos € possivel determinar a posicdo de um dos vulcdes ativos no

asteroide.

Figura 2.11 Coordenadas esféricas.

Coordenadas esféricas sdo comumente usadas em superficies esféricas ou cénicas,
possuindo trés coordenadas (p, 8, ¢), onde:
p=0
0<6<2
0<
As coordenadas cartesianas podem ser escritas na forma de coordenadas esféricas da

seguinte forma:

z = pcos(¢)
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x = pcos(0)sen(¢p)
y = psen(8)sen(¢)
x2+ y? +z2 = p?

Z
| P
T
P ta
¢
e y >y
<35 A e ............................. \r \

Figura 2.12 Ponto P em coordenadas esféricas.

Agora, que tal exercitarmos tudo isso?

Exemplo 11: As coordenadas esféricas estdo diretamente relacionadas as coordenadas
de latitude e longitude usadas na navegacdo. Um navio pirata ao mar esta no ponto A que esta
localizado a 60° de longitude oeste e 40° de latitude norte. O navio viaja a uma ilha no ponto B
que esta a 40° de longitude oeste e 20° de latitude norte. Supondo que a Terra seja uma esfera
com raio de6370 Km, determine a menor distancia que o navio pode viajar indo de A para B,

sabendo que ¢ e 6 correspondem a latitude e longitude, respectivamente.

Figura 2.13 Figura ilustrativa do exemplo 11.
Solucéo:

Inicialmente, precisamos interpretar o problema. O problema propdem gque determinemos

a menor distancia entre os pontos A e B, para isso, inicialmente precisamos determinar a posi¢céo
de cada ponto usando as coordenadas esféricas. Temos que:
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A= (py,01,91) € B=(py,0,,¢5)

Sendo o raio da terra, aproximadamente, 6370 Km. Temos que p; = p, = 6370. Além
disso, determinar longitude oeste e latitude norte indicam angulos negativos em relacdo aos

sentidos usados nas coordenadas esféricas. Nesse caso, temos que:

A = (6370,—60°, —40°) = (6370,360° — 60°,90° — 40°) = (6370,300°,50°)

5t 5w
= A = (6370,—

318

B = (6370,—40° —20°) = (6370,360° — 40°,90° — 20°) = (6370,320°,70°)

16w 7w
= B = (6370,—,

9’18

Em coordenadas cartesianas, temos que:

) EmA:
RY/4 RY/4
x = pcos(0)sen(¢p) = 6370 cos(?)sen(ﬁ) =96,61
RY/4 RY/4
y = psen(0)sen(¢) = 6370 sen(?)sen(ﬁ) = 8,85
5t
z = pcos(¢p) = 6370 cos(ﬁ) = 6369,26
) Em B:

lé6m T

x = pcos(0)sen(¢p) = 6370 COS(T)sen(E) = 135,17
lé6m T

y = psen(0)sen(¢) = 6370 Sen(T)sen(E) = 13,21

T
z = pcos(¢p) = 6370 cos(ﬁ) = 6368,55

Assim, a menor distancia entre A e B pode ser dada por:

|A — B| = /(96,61 — 135,17)2 + (8,85 — 13,21)? + (6369,26 — 6368,55)2
= |A—B| = 3881

Ou seja, a menor distancia entre o barco e a ilha € de 38,81 Km.
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O resumo das coordenadas esféricas é:

z=p.cos¢

zZ

Coordenadas Esféricas = P(p,0,¢0)p20,0=¢p<=mel=6<2m

x = psin¢cosf

z P
y=psingsinf
2 2 2 p
p? =x2+y?+z? é ;
y E
tanf = (= Y
(x) & /_‘,n y
x —0 —r
cos¢p = = =
x2 +y2 + 22 X
Jx?+y?
singg =— —»smqb ——
VX2 +y2% + 22

2.4 Operadores Vetoriais em diferentes coordenadas

Jé vimos os operadores vetoriais gradiente (Vf), divergente (7 - F) e rotacional (V x F) em

coordenadas cartesianas, porém, como Vvisto neste capitulo, as coordenadas cartesianas nem

sempre sdo as melhores de se trabalhar em determinadas situacfes. Assim, 0s operadores

vetoriais podem ser utilizados em diferentes coordenadas, como mostrado nas tabelas abaixo
Coordenadas

Cartesianas

Cilindricas

Gradiente (Vf(x,y,2))

" =52 330

Esféricas

s =57 v35032)

of 16f of
(67‘ 'r 00’ r sen(6) aqb)

1

Coordenadas

Cartesianas

Divergente (7 . F(x, y,2))

. JoF, O0F, O0F,
dx dy 0z
Cilindricas 5.F (1 d(rE) 10F, 6FZ>
\r or r 060 0z
Esféricas 5.F (rlza(gzrl’r) ”;(9)6(562(3) Fg) +”ei(6)66%>
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Coordenadas Rotacional (V x F(x,y, z))
Cartesianas o o (0F, 0F)\, (an aFZ>A 0F, OF,\
_ ”“(@‘E o " aw ) TG ay)?
Cilindricas 5 a_(}%_aﬁ)A (%_@)A }(%‘Ea)_@)

Z
1 (a(sen (0) Fg) aFG)A 1( 1 OE 6(rF¢))§

Esféricas A ELCA PO 9 _
vxE= r sen(6) 060 a¢ Ty sen(0) d¢ oar
N 1 (a(r Fg) 8FT> -
r or a6

3. INTEGRAIS DE LINHA

As integrais de linha tém papel importante tanto do ponto de vista tedrico como pratico.
Se vocé é estudante de Engenharia Elétrica provavelmente se deparou com o conceito dessas
integrais na disciplina de calculo diferencial e integral, mas saiba que suas aplicacdes vao além
e incluem outras disciplinas muito importantes no seu curso, como: Eletromagnetismo, Fisica,
Circuitos Elétricos, Materiais Elétricos - onde sdo desenvolvidos conceitos de: trabalho, energia
potencial, fluxo magnético, linhas de campo, campo elétrico, campo magnético, e muitas outras
situacdes em que o0 comportamento de um campo vetorial ou campo escalar é estudado ao longo
de uma curva. Mas calma! Estou aqui para te ajudar nessa jornada!

Até agora vocé deve ter estudado trés tipos de integrais, as integrais simples, as duplas e
as triplas. As integrais simples séo calculadas num intervalo, as duplas numa regiéo do plano e
as triplas numa regido do espaco tridimensional.

Relembraremos o processo de resolucdo utilizado na defini¢cdo das trés integrais ja vistas

fazendo um “passo a passo”:

Passo 1: Subdividir a regido de integracdo em sub-regides: intervalos, no caso da integral
simples, retangulos, no caso da dupla e paralelepipedos no caso da tripla.

Passo 2: Considerar um ponto arbitrario p; dentro da regiao.

Passo 3: Multiplicar o elemento de integracéo (dx, dA ou dV) pelo valor da funcédo nesse
ponto, f(p;).

Passo 4: Considerar o somatorio dos valores em cada regido e calcular o limite quando o

namero de sub-regides tende a infinito.

Vamos utilizar o mesmo procedimento para o caso do calculo da integral ao longo de uma

curva C.
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3.1 Integrais De Linha - Caso Escalar

O conceito da integral de linha € muito semelhante ao da integral simples, que a gente ja

esta acostumado. Por exemplo, vamos analisar a expressao abaixo:

fbf(x) dx

Ja aprendemos que essa expressao significa que estamos fazendo o somatério das areas
infinitesimais de retangulos entre o eixo das abscissas e o gréfico da funcao f(x) dentro de um

intervalo [a, b]. No caso de f(x) ser positiva, temos uma area desse tipo:

a b >

x

Figura 3.1 Funcao f(x) dividida em muitos retangulos de area infinitesimal.

Considere agora um muro construido ao longo da curva C unindo dois pontos no plano xy
e cuja altura € igual a uma funcéo z = f(x,y) continua em S , onde S € uma regido do plano

contendo a curva C. Vamos achar a area desse muro?

A érea do muro é limitada inferiormente pela curva C e superiormente pela funcéo f(x,y)

(ver figura abaixo):

Figura 3.2 Fungéo f(x) dividida em muitos retangulos de area infinitesimal no R3.
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Para resolver o problema vamos dividir a curva C obtendo n arcos pela introdugéo de
pontos Po, P1, P2 ...Pn-1, Pn, entre os pontos inicial e final.

Figura 3.3 Curva C dividida em n arcos.

Consideremos o arco de curva entre 0os pontos Py_, e B, de comprimento AS;, e a “tira”
limitada inferiormente por esse arco de curva e superiormente pela funcado f(x; y;). Seja ainda
K(x;, y;) um ponto arbitrario neste intervalo.

Observe que assim obtemos um retangulo de base AS; e altura f(x;, y;) (altura do muro

neste ponto). Dessa forma podemos aproximar a area desse retangulo pela area da “tira” A4; .

“
LR

Figura 3.4 Aproximacao da area e cada retangulo.

Q Professor, e se

aumentarmos
indefinidamente o
numero de tiras nesse
arco?

Estou vendo que vocé esta entendendo Davi, isso mesmo! Se aumentarmos o nimero de

divisbes, temos mais arcos, de modo que o comprimento de cada arco tende a zero, sendo
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razoavel admitir que o erro na aproximacao da area também tende a zero. Dessa forma a area

do muro é aproximadamente:

Areado muro= Y (fx;, y;) AS; = fc f(x,y)ds
E agora vocé ja sabe por que a integral é a chamada de integral de linha!

Professor, eu ndo entendi o
gue é esse “ds”.

Na verdade, € bem simples . Sendo AS; o comprimento
de intervalos da curva C , 0 ds trata-se de uma quantidade

infinitesimal (muito pequena) do comprimento desta curva, ou

seja, € quando o AS; tende a 0. Para acharmos ds devemos
observar que, sendo dS uma quantidade infinitesimal do
comprimento da curva C, podemos supor que ela é a
hipotenusa do triangulo retangulo, cujos catetos sao dx e dy ,

como mostra a figura abaixo.

VA

0 X

Figura 3.5 Determinacéo de ds.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras nesse triangulo, obtemos:
(ds)? = (dx)? + (dy)?
Onde,
{x=x(t); y =y(t)
Dai,temos que:
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() =)+ @)
(%) = VROF + b @F

ds =[x (]2 + [y' (D)]2dt

Logo:

J, fxy)ds = ff f(x(©;y(0) IO + [y (©)]2 de

Parametrizando a curva C, temos que:

r(t) = [x(t), y(©)]

Assim, temos que:

b b
jf(X(t);y(t))-\/[x'(t)]Z+[Y'(t)]2dt=j fr®).Ir'®)ldt

a
Assim, encontramos a férmula de uma integral de linha de um campo escalar.

Mas como resolver uma integral desse tipo? Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 20: Calcule [ fds, onde f(x,y) =2x*+y* e C é a metade direita da
circunferéncia x? + y? = 16.

Solucéo:

Para resolver esta integral, usaremos 4 passos que podem ser usados em qualquer outra
integral de linha escalar.

Passo 1. Montar o problema

vejamos a formula:

f fdszf 2x% 4+ y? ds
c c

Passo 2: Parametrizar a curva

Analisando as informac¢@es dadas pelo problema, temos que a curva C € a metade direita
de uma circunferéncia de raio 4. Temos que a equacao de uma circunferéncia € dada por:

x% +y? = R?
Temos que a parametrizacdo da circunferéncia € dada por:
x(60) = Rcos(6)
y(8) = Rsen(0)
r(0) = [Rcos(0), Rsen(0)] = r(08) = [4cos(0),4sen(6)]
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Para encontrarmos os intervalos 6 devemos nos atentar ao que diz o enunciado. “C é a

metade direita da circunferéncia x* + y? = 16 “. Esbogando esta curva, temos o seguinte:

Figura 3.6 Esboco grafico da a metade direita da circunferéncia x? + y2 = 16 .

Tomando o eixo das abscissas como referéncia, temos que:

o<
<6<

NI

Passo 3: Calcular o |r'(8)]

Temos que:
r(0)) = [4cos(0),4sen(8)] = 1'(0) = [—4sen(0),4cos(0)]

Dai, temos que o modulo da derivada da curva parametrizada é dado por:

[7/(8)] = / (—4cos(0))? + (4sen(8))? = /16[sen(0)? + cos(0)?] = 4
Passo 4: Substituir tudo na integral e escrever a fungdo em termos de 0
Temos que:
flx,y) =2x*+y? = f(0) = 8cos(0)? + sen(0)?

Dai:
T
2z

f 2x2 4+ y% ds = f (8cos(6)? + sen(0)?)4 do
: 4
No fim, temos uma integral de uma Unica variavel que ja estamos acostumados a resolver

usando identidades e técnicas de integracdo que aprendemos até aqui. Resolvendo a integral,

temos que:

f 2x2+y% ds=18m
c
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Quer dizer que eu s6
preciso seguir esses
passos , professor?

Exatamente, Davi! Seguindo esses quatro passos
conseguimos resolver qualquer integral de linha
escalar sem muitas dificuldades.

Entendi tudinho, professor! Mas
e o caso vetorial, qual a diferenca
dele para o caso escalar?

Calma, Davi! Esse é justamente o proximo tépico que
vamos estudar.

3.2 Integrais De Linha - Caso Vetorial

Nascem vetores? E tipo uma
maternidade de vetores?

N&o é bem assim, Davi. Vamos analisar os campos escalares, sao funcdes que recebem
valores escalares e retornam como resultado outro valor escalar. JA no caso dos campos

vetoriais, eles também recebem valores escalares, mas retornam vetores como resultado. Um
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exemplo de campo vetorial é a fungdo F(x,y) = (2x,y3), onde ao aplicarmos valores escalares

para X e Y, geramos um vetor no R2.

Sendo ﬁ(x, y) um campo vetorial continuo e definido em uma curva C, parametrizada por

o(t), entdo aintegral de linha de linha do caso escalar de F ao longo da curva C é dada por:

1

jc Flx(®), y(®)] - /(D) dt

Professor, é impressao minha
ou essa formula é muito
parecida com a da integral de
linha do caso escalar?

N&o € impressao ndo, Davi. Na integral de linha do caso vetorial, objetivo é
encontrar a area que fica que fica abaixo de uma funcao f sobre uma curva

C, a Unica diferenca do caso vetorial é que a funcéo F trabalhada é um
campo vetorial.

1

Vocé esta se rererindo ao termo &(t), ndo é isso? Realmente, diferente do caso escalar,

Vixe, professor! Notei uma
diferenga, aquela derivada
da parametrizagdo, eu nao
deveria calcular o médulo
dela igual no caso escalar ?

dado por:
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b b
f F(r©). 1P (O dt = f F(x () y(O) X OF + Y O dt

Isso se origina de uma simplificagédo a partir do vetor unitério tangente a curva C é dado
por:

a'(t)
t4G]
Originalmente, a integral de linha do caso vetorial &€ dada por:

—_—
!

S g(t) —
j Flx(®,y(®)] = — |a’(t)| dt
c | (t)l

o

Simplificando, temos que:

L F(x,y) dr = j Flx(t),y(®]- o' (f) dt

c

3.3 Notacoes e Orientacao

Uma integral de linha de um campo vetorial pode ser escrita como:
Jo F(x,y) -dr ou [. Fidx + F, dy

Para os casos com curvas fechadas, onde o ponto de partida é igual ao ponto final,

pOdemOS representar como:
$. F(x,y) -dr ou ¢$. Fidx +F,dy

Algo que devemos nos atentar € que, no momento em que resolvemos uma integral de
linha vetorial, € que a curva que sera parametrizada possui uma orientacdo. Vamos analisar duas

curvas ja parametrizadas:

° C,:0.(t)=(2t0), 0<t<3;
° C,:0,(t) =(-2t,0),-3<t<0;

Note que ambas as curvas sao retas que ligam os pontos (0,0) de (6,0), & primeira vista,

até poderiamos dizer que as curvas sdo iguais, porém, é importante saber a diferenca entre elas.

46



A curva C; parte do ponto (0,0) até (6,0), j& a curva C, parte do ponto (6,0) até (0,0). Essa

“direcdo” das curvas, chama-se orientagéo.
Assim, uma mesma reta ou curva pode ter dois sentidos diferentes, de que:

fﬁ.a::_j B.dr
(A C

1 2

Agora, que tal resolvermos uma questao?

Exemplo 21: Determine o trabalho exercido pela forca F(x,y) = (5x,y?%) ao longo da

curva parametrizada &(t) = (t%,3t),com0<t < 1.
Solucéo:

Pode ficar tranquilo, Davi! Essa é uma questdo muito facil de resolver, vamos dividi-la em

alguns passos:
Passo 1: Montar o problema

Da fisica, temos que o trabalho exercido por uma forgca em uma curva pode ser dado por:

- —_— b_) —
W= j Flxy) @ = j Flx(t,y®] o) dt
C a

Pelo enunciado da questdo, temos que a =0 e b = 1. Além disso, também é dada a

parametrizacdo da curva C, onde x = t? e y = 3t.

Passo 2: Calcular ;’)(t)

Derivando a parametrizacio 6 (t) = (t?,3t), temos:

d(t?) d(3t)

o0 = (G ) = @3

Passo 3: Aplicar ?(t) na equacéao e reescrever a funcdo F(x,y) em funcao de t

Temos que:
1
sz (5t2,9t?) - (2t,3) dt
0

Fazendo o produto escalar, temos que:
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1
w =f 10t3 + 27t% dt
0

Dai:

10 t4 271:3 [5 t*

W=[ . —+9t3] =§joules

Viu s0? Bastante simples e facill Vamos resolver outro exemplo:

Exemplo 22: Calcule [. F(x,y,z) -dr, onde F(x,y,z)=(2y,—-z—x,x—z) e C é a
intersecdo de x2 + y? = —2z com o plano z = x, percorrida no sentido horario.

Fungdo de trés
variaveis e
parametrizagao de
intersecdo de figuras,
agora complicou!

Solucéo:

Realmente, Davi, essa € uma questdao um pouco mais complexa, mas nada que a
gente ja ndo tenha visto anteriormente. Assim como no exemplo 11, vamos resolver esse

exemplo por passos:

Passo 1. Montar o problema

N&o muito diferente do caso R?, em R? , temos que:

b
fc F(x,y,2) -dr = f Flx(),y(t),z(t)] o (t) dt
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Por meio da parametrizacdo da curva C, vamos determinar os intervalos de integracéo e

a(b).

Passo 2: Parametrizar a curva C

J

Espera, professor! Eu me
lembrei, a gente falou sobre
parametrizagao de curvas na

parte 1.3, né?

Isso ai, Davi! Vamos parametrizar essa curva C usando a mesma logica usada no exemplo

4. Temos que a curva C é a intersecdo de x? + y? = —2z com o plano z = x, dai, temos que:
x2+y?=-2z
Substituindo z = x, temos a seguinte circunferéncia:
x2+y?=-2x
>x2+2x+y2=0
Sabendo que (x + 1)? = x2 + 2x + 1, temos que:
x2+2x+y2=0
Sx+1D2-1+y%2=0
=>@x+1)*+y*=1
Pelas coordenadas polares, temos que:
sen(t)? + cos(t)? =1
Dai, sendo:
y = cos(t);

(x+1) =sen(t) = x =sen(t) — 1,
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z=x=sen(t) —1;
Temos entao que:
a(t) = (sen(t) — 1,cos(t),sen(t) — 1)

Como a curva possui sentido horario, temos que:

0<t<?2m

Professor, ndo entendi essa
parte sobre sentido horario.

Pode deixar que eu te explico, Davi. Primeiro, precisamos ter em mente que ha uma
circunferéncia (x + 1)? + y2 = 1 projetada no plano XY, que ao ser parametrizada é dada por
sen(t)? + cos(t)> =1, dai C = (sen(t) —1,cos(t)). Como ja foi visto anteriormente, essa
circunferéncia pode variar de 2m <t <0, oude 0 <t < 2m. Vamos analisar o comportamento

dacurvaCem0 <t <2meem 2r <t < 0 usando o software Geogebra, temos:

2Zn =t <0

Figura 3.7 Comportamento da curva C.
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Notamos entdo que em 0 < t < 2m a circunferéncia é plotada no sentido horario, enquanto
em 2 < t < 0 a circunferéncia € plotada no sentido anti-horario. Dai, concluimos que, para que

a curva possua sentido horério, 0 < t < 2.

Passo 3: Calcular ?(t)

Derivando a parametrizacéo a(t) = (sen(t) — 1, cos(t), sen(t) — 1), temos:

- d(sen(t)—1) d(cos(t)) d(sen(t)—1) .
o'(t) = ( n — o ) = (cos(t), —sen(t), cos(t));

Passo 4: Aplicar ?(t) na equacao e reescrever a funcao F(x,y,z) em funcéo det

Temos que:

f ﬁ(x,y,z) dr
c

2w

= (2cos(t), —2sen(t) + 2,0) - (cos(t), —sen(t),cos(t)) dt
0

Fazendo o produto escalar, temos:

Je F(x,y,2) -dr = f02”2c052(t) + 2sen?(t) — 2sen(t) dt

2 2n
= j 2 — 2sen(t) dt = ZJ 1 —sen(t)dt = 2[t + cos(t)]3"
0 0

=>J ﬁ(x,y,z) -dr = 4
c

4. TEOREMA DE GREEN

Que tal j& comecarmos esse topico colocando a méo na massa? Calcule a seguinte
integral:

f (5y — e*")) dx + (8x +/4y3 +2) dy
c

Onde C é a circunferéncia x + y2 = 9.
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Bem, podemos até parametrizar essa curva no intuito de facilitar nossos célculos, dessa

forma vamos obter algo do tipo: ?(t) = (3 cos(t),3 sen(t)), mas quando jogassemos iSSO no

termo es¢"™) jamos ter algo mega complicado de resolver.

Nesse caso, o jeito é
desistir, né professor?

O que é isso, Davi? Isso nunca! O que vamos

fazer sera usar uma técnica muito Gtil na resolucéo de

integrais de linha como essa, o teorema de Green!

Figura 4.1 George Green.

Desenvolvido pelo matematico George Green, mostrado na figura 5.1, o teorema de Green

usa a seguinte equacéao:

j()Fd +F d ff (an aFl)dd
X = _— X
. 24y , \dx  dy Y

Essa integral com uma circunferéncia no centro, trata-se de uma integral de linha de uma

curva fechada , como o caso da circunferéncia ¢ do nosso problema.

Sendo F; = 5y — e®"(®) @ F, = 8x + ,/4y3 + 2, temos que:
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.(f (5y — e%e"™)) dx + (8x ++/4y3 +2) dy
Cc

aF dF
] (025

Pelo teorema de Green, vamos obter o resultado da integral da esquerda resolvendo a
integral da direita.

Temos que:

dF
dy

0FR _ 0 3 _ q
™ —ax(8x+w/4y +2)=8;

= o (5y —esn) = 5;

Dai:

j (8 —5) dxdy
D

= fD (3) dxdy

Mas o que é esse D?

Boa pergunta, Davi! O D € o nosso dominio de integracéo, é a regido que fica dentro

da curva C. No nosso caso ele vai ser um circulo.

Para calcular a integral pela definicdo, teriamos de parametrizar as trés curvas, desse
modo gerando trés integrais. Na minha opinido, € muito trabalho, ndo acha?
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Figura 4.2 Regido D contornada pela curva C.

Basicamente, a curva C é a fronteira que limita a regido D. Uma observacao importante é
que: se a integral de linha leva em consideracdo a orientacdo da curva, o teorema de Green

também deve levar. Mas como ele faz isso?

O teorema de Green requer que C seja uma curva orientada positivamente, em outras

palavras, tenha sentido anti-horario, como mostrado na figura abaixo:

Figura 4.3 Sentido de orientag&o da curva C.
Sendo assim, nossa curva C deve esta no sentido anti-horario. Como o enunciado nao
especifica o sentido da curva, vamos definir que C estd nesse sentido. Vale lembrar que, em

questdes como essa, sempre deve-se sinalizar o sentido da curva.
Entdo, nossa regido D é:
x?+y?<9
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Aplicando o teorema de Green, temos que:

3€ (5y — e%"™)) dx + (8x ++/4y3 +2) dy
c

=f f 3dxdy
x2+y2<9

Calculando a integral da direita, em coordenadas polares, temos que:

3 p2m ( )2
j j 3dxdy=3j J rdrd0 =3 -2n-——=27n
x2+y2<9 0 Yo 2

Definicao geral
Vamos definir o teorema de Green para resumir tudo que foi feito no exemplo.

Sendo D uma regido fechada no plano xy que possui uma fronteira C orientada

positivamente, percorrida apenas uma vez, pelo teorema de Green, temos que:

OFZ J0F,
3€F1dx+F2dy JJ ———)dxdy

Onde ﬁ(x, y) = (Fi(x,y), F,(x,y)) € um campo vetorial que possui derivadas de primeira

ordem continuas em D. Além disso, ﬁ(x, y) precisa estar definido em toda regiéo D.

E se a curva C néo tiver sentido positivo?

Professor, eu tava aqui
pensando... E se a curva C nao
estiver no sentido positivo?

Essa € uma Gtima pergunta, para respondé-la faremos
outro exercicio. Calcule:

f (3x%2 +y?)dx + (5x%+ 4y?) dy
c
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Onde C ¢é a fronteira da regido entre as curvas x = 0, y = x? e y = 1, percorrida no sentido
horario.

Vamos comecar esbocando a regido descrita no enunciado, no sentido que ele nos fala.

Figura 4.4 Regido D limitada pelas curvas x =0,y = x2 ey = 1.

Para calcular a integral pela definicdo, teriamos de parametrizar as trés curvas, desse modo
gerando trés integrais. Na minha opinido, € muito trabalho, ndo acha?

Pois pode parar de pensar, tem sim um jeito mais
facil, basta usarmos o teorema de Green. Antes que
vocé me pergunte “Mas professor, e o sentido da curva

C? ele ndo é positivo!”, deixa eu terminar de explicar.

A questdo aqui é Green vai nos da o valor da integral no sentido inverso ao que a gente quer(C
no sentido anti-horario), logo, para acharmos o valor da integral no sentido que desejamos

(horério) basta multiplicar o resultado final por -1.

Assim, temos:

jg (Bx% +y?) dx + (5x% + 4y?) dy
c

f [
B p \dx  0dy xey

Sendo F; = 3x? + y%2 e F, = 5x? + 4y?, temos que:
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OF _ 0 (3,2 4 2y = 2y
° ay_ay(3x +y°) = 2y;
o 2= 2(5x2+4y?) =10x
ox ox y ’
Além disso, analisando a regido D, temos que:
0<x<1
x?<y<1
Dai:
0F, O0F Trl
j j ———) dxdy=—J Jle—Zydydx
0 Jx2
1
—j [10xy — y?]}2 dx = —j [10x(1 — x?) — (1 — xb)] dx dx
0 0

1 1
—j [10x(1 — x?) — (1 — xH)]dx = f (—x*+10x3 —10x + 1) dx
0 0

—x°> 5x* 5024 1_ 1+5 . 17
5t ", 75 "2 ~ 710
Temos entéo que:
17
jé (3x%2 +y3) dx + (5x% + 4y?) dyz—E
C

Resumo passo a passo do teorema de Green
Passo 1: Montar o problema verificando as condi¢des de aplicacéo do teorema:

) C é uma curva fechada e orientada positivamente;

° F estar definido na regido D;

Passo 2: Achar os extremos de integracdo da integral dupla.

OF, OF
Passo 3: Calcular (—2 — —1)
ax ady

Passo 4: Montar a integral e calcular.
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5. INTEGRAIS DE SUPERFICIE

Antes de comecarmos a estudar as integrais de Superficie, precisamos lembrar do que
sao superficies. Uma superficie pode ser definida como um objeto no espaco, assim é natural

pensarmos que trés variaveis sdo necessarias para descrevé-la.

Por exemplo, temos a equacdo z =1-—x —y. Davi, olhando a figura abaixo, vocé

concorda que se trata de uma superficie?

Sim,
professor.

(0,0,1)

(0,1,0)

(1,0,0)

Figura 5.1 Superficie obtida a partir da equagdoz =1 —x — y.

Sabendo o que é uma superficie, e tendo fresco na memodria 0s conceitos de

parametrizacao vistos anteriormente, podemos passar para o célculo de integrais de superficie.

5.1 Integrais De Superficie - Caso Escalar

A integral de superficie se assemelha muito ao calculo de areas de superficie. Nao lembra

como é o calculo de areas de superficie? Nao se preocupe, vamos revisar isso.

A area de uma superficie parametrizada por ¢(u,v), onde (u,v) € D, pode ser calculada

1= [

Que a mesma coisa que:

por:

dp Jd¢
_X_
ou OJv

|dudv

58



A(S) = ﬂ IN| dudv
D

Ou seja, a integral dupla do médulo do vetor normal a superficie no dominio da sua
parametrizacao.

0i????

E dificil assim? Eu n3o
entendi foi nada, Professor!

Fica tranquilo Davi, pode deixar que eu explico melhor!

Area de superficie

Vamos la, imagine que dividimos o dominio de superficie regular em varios retangulos

pequenininhos (sub-retangulos) R;;. Para cada retangulo pequenininho, teremos areas

pequenininhas (sub-areas) correspondentes na superficie, S;;.

Figura 5.2 Sub-area S;;.
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Agora imagine que (u;, v;) € o vertice que fica no canto inferior esquerdo do pedacinho de
area. Pela figura abaixo, vemos que os lados desse pedaco de area que partem do ponto (u;, v;)

podem ser aproximados pelos seguintes vetores:

S

—>

Figura 5.3 Vetores partindo do ponto (u;, v;) no vértice que fica no canto inferior esquerdo da sub-area S;;.

Por sua vez, esses vetores podem ser aproximados por vetores tangentes a superficie no

ponto escolhido, dados por Au r;, e Av 1, representados abaixo.

AU g™

Figura 5.4 Vetores tangentes a superficie no ponto escolhido, Aur, e Avr,.
O objetivo é aproximar a area azul, da superficie, com a area cinza, formada pelos vetores.
Temos que o moédulo do produto vetorial entre dois vetores € igual a area entre eles. Assim,

podemos aproximar S;; por:
|Aurn, X Avrn,| = |, X1,| Audv

Mas S;; € s6 um pedacinho da area da superficie toda, nesse caso, vamos nos aproximar

da area da superficie toda, S, por:

m n
S = Zeru X 1,| Audv
1T 1

A equacdo acima trata-se de uma aproximagdo, porém, como ja feito nas integrais de

linha, se tendermos o numero de divisdes m e n ao infinito, temos:
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0
22 x

a(p|dd = A(S
Jou Ov udv = A(S)

m n
lim Zeru X 1,| Audv = ff
e e b

Assim, essa integral nos da a area da superficie parametrizada por ¢.

Agora, vamos resolver uma questéo para fixarmos esse assunto.

Exemplo 23: Determine a area da esfera de raio a.

Figura 5.5 esfera de raio a.
Solucéo:

A equacdo de uma esfera de raio a é:

x2+y%+ 2% =a?
Nesta questdo, usaremos coordenadas esféricas, onde temos que:

X =aseng cosf ,y =aseng senf e z=a cosp

Onde:

0<¢p<mel0<6O6<2m
Dai, temos que:

r(¢,0) = (a sene cosO ,a sen¢ senb ,a cosg)

Fazendo o produto vetorial:
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i i k

dx dy oz i i k
reXry= E ﬁ db |=| acos¢d cosf acosd senfl —asend

dx dy oz —asend senfl asen¢ cosd 0

90 a0 b

=a’sen’d cosf i+ a’sen’d senfj + a’send cos d k

Logo,

Irs X rg| = \Ja*sen'd cos?d + a*sen’d sen’d + a‘sen’dp cos’d

= Ja*sen‘d + a*sen’d cosp = a*y/send = a’send

Davi, tenho uma pergunta para vocé. Vocé sabe
gual a area de esfera de raio r?

Essa eu seilll

A dareade uma
esfera de raior é:

2
41r

Isso mesmo, Davi! Ou seja, para a gente verificar
nossa resposta, como na questdo é pedida a area de uma

esfera de raio a, a resposta que devemos encontrar é 4ma?.

Montando a integral, temos que:

2T s
A(S) = ﬂ |rp x 15| dS = f f a’sene dfd¢ = a? - 2w - 2 = 4ma?
D o Jo

Exemplo 24: Aryane é uma Otima confeiteira, sua tia Maria José adora os bolos feitos por
ela. Certo dia, Aryane fez um bolo de formato cilindrico, de 30 cm de diametro e 9 cm de altura,
com um furo de 8 cm de diametro no centro , para sua tia. A confeiteira decidiu cobrir % do bolo
de sua tia com cobertura de chocolate, para isso ela comprou uma caixa de leite condensado.
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Sabendo que cada caixa de leite condensado cobre uma area de 450 cm?, Aryane precisou
comprar mais leite condensado?

Figura 5.6 Figura ilustrativa do exemplo 24.

Solucdo: Analisando a questdo, por se tratar de um um bolo de formato cilindrico,
usaremos as coordenadas cilindricas. Temos que a parte que sera coberta por chocolate do bolo
é dada por:

x = acos(0)
y = asen(0)
z=12z

3 P
Como apenas - do bolo sera coberto, temos que:

4<a<15
0<f<—
z=9
Dai:
r(a,0) = (acos(0) ,asen(6),9)
Temos que:
or
T, = P (cos(0) ,sen(6),0)
ar
To =25 = (—asen(@) ,acos(6),0)

Fazendo o médulo do produto vetorial, temos que:
|ra X rBl =a

Dai:
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2w 15 152 42
A(S) = ff |1, X 19| dS = f f adfda = 2m - [— — —| = 2097 =~ 656,24 cm?
D 0o Ja 2 2

Como a area A(S) que sera coberta do bolo é maior que 450 cm?, Aryane devera comprar

pelo menos mais uma caixa de leite condensado para cobrir o bolo da sua tia.

Acabamos de rever como calcular a &rea de uma superficie, agora vamos imaginar que a

superficie S tenha a seguinte equacao vetorial:
r(w,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) onde (u,v) € D

Como feito anteriormente, vamos dividir o dominio D em pequenos retangulos R;; com
dimensdes Au e Av. Entdo, a superficie S também é dividida em pequenos retangulos

correspondentes S;; , como mostrado abaixo.

R;
Z L/
] 5 /
tAL '7_‘7‘/--\_1,% Sij
An )

0 u v \<><\.,:;/ -

Figura 5.7 Superficie S sendo dividida em sub-areas.

— D

Calculando uma fungdo f em um ponto P;; de cada retalho, e multiplicando pela area 4S;;

do retalho, formamos a soma de Riemann:
m n
Z Z f(Pij) AS;;
i=1 j=1

A seguir, tomamos o limite quando o nimero de pequenos retangulos aumenta e

definimos a integral de superficie de f na superficie S como:
m n
| [ reyads= tim 3 ey as,
S ' i=1 j=1
Como ja visto na revisao sobre area de superficies:

AS;; = ||Auru X Avr,,|| = ||ru ><r1,||AuAv
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Assim:

H f(x,y,2)dS = ﬂ f(r(u,v)) |—><—| dudv

Vamos fixar isso com um exemplo.

Exemplo 25: Calcule a integral de superficie [[; x*dS, onde S é a esfera unitéria x* +
2 2
ye+ze=1.

Solucéo:
Assim como no exemplo 13, usaremos coordenadas esféricas, dai:
x = seng cosf ,y = seng senf € z = cosp
Onde:

0<p<me0<O<2n

No exemplo 13, ||r¢ X r9|| = a%sen¢g. No exemplo 14, sendo a = 1, temos ||r¢ X r9|| =
seng. Montando a integral, temos que:

-f-fs x%dS = f:ﬂ f:(senq’) cosB)? - seng dOd¢ = f:ﬂ j:r(senq,'))3 (cos0)? dod¢

Sendo (cosf)? = H%S(Zg) e (seng)? = seng — seng cos?¢, temos:
1+ 20
x?dS = sen¢ — sene cos?¢p d w de
0] ¢ ¢ do
s 0
sen(20)1°"
+cos3qbn 9"‘# _4m
cosp 3 i > =3

0

Nossa, professor, achei bem
tranquilo. Mas sera que tem como
fazer um resumo de como
resolver integrais de superficie?

Posso sim, Davi, nem se preocupe! Vamos fazer um resumo 65

sobre como resolver esse tipo de integral.



Passo a passo de como resolver integrais de superficie - Caso escalar

Passo 1: Analisar a questao e parametrizar a superficie.

Passo 2: Achar os extremos de integracdo da integral dupla.
Passo 3: Calcular ||8_(p X a_<p”_
u v

Passo 4: Montar a integral e calcular.

5.2 Integrais De Superficie - Caso Vetorial

Antes de definirmos as integrais de superficie de campos vetoriais, precisamos interpretar
superficies de forma vetorial. Seja S uma superficie regular, vamos definir que em cada ponto
desta superficie ha vetores perpendiculares a superficie, gerando um campo vetorial.

Como ja visto anteriormente, o vetor normal a superficie parametrizada ¢ (u, v) € dado por
] ~ . s
22« 2% entdo, para obtermos um campo de vetores normais unitarios, basta que fagcamos da

u v

seguinte forma:

a
0

SIS
X

Q|
SIS

n(u,v) =

X

=R
Q|
Shs

Porém, se a gente pensar direitinho, é facil notar que, para cada ponto ha dois vetores
normais a superficie, um oposto ao outro. Nesse caso, temos dois vetores normais n,(u,v) e

n,(u, v), dados por:

ni(w,v) = —ny (4, v)

Figura 5.8 Vetores normais a superficie.
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Para obtermos uma superficie orientada, basta fixarmos sobre S um desses campos

vetoriais unitarios.

Entdo, sendo F um campo continuo, definido sobre a superficie S, definimos que a

integral de superficie de F sobre S da seguinte forma:

ﬂ ﬁ-d_s’=ﬂ F-7#ds
S S

Agora basta calcularmos esta integral. Sabemos que:

_||2e 29 ”
ds = |auxav”dudv,dal.
Jdgp 0d¢
- - 35 X B a a
ff F-ﬁdSzﬂ F(q)(u,v))-M 22 ‘p du dv
s > |0_<px_<p‘ ou
Ju " odv

5 do 0do
—ﬂD F((p(u,v))-%x%dudv

~ . s - 0o 0@ ..
Nesse caso, ndo precisamos calcular a normal unitaria. A normal n = 5. X5, 1a basta

para calcularmos a integral do campo F sobre S .

Fluxo- Uma interpretacéo fisica
Vamos voltar a superficie S, agora, imaginando um fluido escoando através dela.

Supondo que um campo vetorial F fornece a velocidade de escoamento do fluido em cada

ponto. Queremos calcular o fluxo ¢ através da superficie S.

Beleza professor, mas o que é
esse tal fluxo? Tenho a impressao

de ia ter ouvido sobre ele.

Sim, Davi! Vocé ja deve ter ouvido sobre o fluxo em suas aulas

de fisica. O termo "fluxo" refere-se a uma quantidade que mede a
"passagem" de um campo vetorial através de uma superficie. E uma
nocédo fundamental em varias areas da fisica e da engenharia, como

a dindmica de fluidos, eletromagnetismo e outras disciplinas.
67



Se analisarmos um ponto qualquer, o vetor F tem um componente na perpendicular e um
paralelo a superficie. Porém, partindo do conceito do fluxo, a Unica componente que nos

interessa € a perpendicular, que atravessa a superficie.
Assim, o volume que passa por S por unidade de tempo é dado por por:
¢ = F -7 area(s)

Assim como fizemos anteriormente, podemos dividir a superficie S em pequenos
retangulos S;; e obtermos a soma de Riemann. Tomando o limite desta soma ao infinito, obtemos

a integral de superficie.

m n
¢ = mlgr_r)looZZF(B) (P A4Sy = Jf F.7ids
' 1 1 s

Agora, vamos aos exemplos:

Exemplo 26: Calcule o fluxo [f. F-#dsS, sendo F = (x,y,x2z) e S dada por x2 + y2 = 4,
limitada pelos planos z = 0 e z = 4 e orientada com a normal para fora da superficie.

Solucéo:

Ao esbocarmos a superficie S, notamos se tratar de uma casca cilindrica de raio 2 e 4 de
altura, neste caso, usaremos coordenadas cilindricas. Temos que:

x=2cos(0),y=2sen(f)ez=z
= @(0,z) = (2 cos(0),2sen(0),z)

Onde:
0<z<
0<6<?2n
Temos que:
Z—Z = (—2sen(0),2cos(0),0) e Z—f =(0,0,1)
Dai:

dp dy L - '
ﬁ X == = —2sen(f) 2cos(d) 0
C dz 0 0 1
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= (2cos(8),2sen(6),0)
Montando a equacéao:

f f n(Zcos(@), 2sen(0),4zcos?(0)) - (2cos(0),2sen(H),0) dz db
0 Jo

4 r2m 4 (2T
= f f 4cos?(0) + 4sen?(0) + 0dz do = f f 4dzde
0 Jo 0 Jo

=4-4.-2n=32n

Exemplo 27: Determine o fluxo do campo vetorial ﬁ(x, y,z) = (z,y,x) através da esfera
unitaria x + y? + z? = 1.

Solucéo:

Vamos comecar esbocando a esfera:

X

Figura 6.9 Figura ilustrativa do exemplo 27.

Utilizando coordenadas esféricas temos que:
x = sen(¢) cos(0) ,y = sen(¢) sen(8) e z = cos(¢)
= ¢(¢,0) = (sen(¢) cos(8) ,sen(¢) sen(),cos(¢))
Onde:
0<p<me 0<6<2n

Dai, temos que:

Z—z = (cos(¢) cos(08) ,cos(¢) sen(0),—sen(¢)) Z—(g = (—sen(¢) sen(0) ,sen(¢) cos(6),0)

Temos entdo que:

dp Odp

3% X = (sen(p)? cos(8) ,sen(¢)? sen(8),sen(¢p) cos(P))

Temos que:
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F- (Z_z X g—(g) = (cos(¢) sen(¢)? cos(0) + sen(¢)3 sen(0)? + sen(p)? cos(¢) cos(H))

Montando a equacao, temos:

f f F-7#dsS = f”f "cos(qb) sen($)? cos(0) + sen(d)? sen(8)? + sen(p)? cos(p) cos(0) d0de
S o Jo
- fnf HZ(COS(@ sen(¢)? cos(8) + sen(p)® sen(0)?) do d¢
o Jo

T 2T T 21
= 2.[0 cos(¢p) sen(¢)? dqbfo cos(0) do +f0 sen(¢)® d¢ j; sen(0)? d6

4n_47t

3 3

Concluimos entdo que 0 passo a passo da resolucdo de uma integral de superficie do

caso vetorial € muito semelhante com o caso escalar, com apenas algumas diferencas.

Passo a passo de como resolver integrais de superficie - Caso vetorial

Passo 1: Analisar a questdo e parametrizar a superficie.

Passo 2: Achar os extremos de integracdo da integral dupla.
ap @ : ~ R
Passo 3: Calcular % X a—:’, lembrando de observar a orientacdo de 7.

Passo 4: Montar a integral e calcular.

6. TEOREMA DE STOKES

Figura 6.1 George Gabriel Stokes.
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O Teorema de Stokes, desenvolvido pelo matematico George Gabriel Stokes(1819—
1903), mostrado na figura 7.1, € como se fosse uma versao em terceira dimenséao do Teorema
de Green. Enquanto o Teorema de Green relaciona uma integral dupla sobre uma regido plana
D com uma integral de linha em torno de sua curva limite plana, o Teorema de Stokes relaciona
uma integral de superficie sobre uma superficie S com uma integral em torno da curva da fronteira
S(que é uma curva no espaco). Em resumo, enquanto o Teorema de Green € usado para resolver
integrais de linha com curvas no plano, o Teorema de Stokes € usado para resolver integrais de

linha no espaco.

Logo abaixo, ha uma figura orientada pelo vetor normal unitario 7. Deste modo, a

orientacdo de S induz a orientacado positiva da curva fronteira C mostrada na figura abaixo.

Figura 6.2 Superficie S limitada por uma curva C.

Professor, como eu vou saber a
orientagao dessa curva?

A orientacdo da curva C depende da orientacdo do
vetor normal unitario 7. Para sabermos o sentido da curva,

usaremos a regra da mao direita.
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Com sua mao direita, imagine que seu polegar aponta na dire¢cdo do vetor normal, e que
as pontas dos outros dedos indicam a orientacdo da curva C. Se o vetor normal estiver para cima,
a curva estara no sentido positivo se “girar’ no sentido anti-horario, ja se o vetor normal estiver

para baixo, entdo a curva tera sentido positivo de “girar’ no sentido horario.

Direcdo da
curva C N

Figura 6.3 Regra da méo direita.

Definicdo do Teorema de Stokes

Sendo S uma superficie orientada positivamente, se F = (F, F,, F3) € um campo vetorial
definido em todo o dominio de integracao e se a fronteira de S, chamada de C, esta orientada no

sentido positivo, pelo Teorema de Stokes, temos que:

ff mt(ﬁ)-d—s’:f Foar
S C

Sendo: ds = 7 ds.

Presta atencdo aqui nesses detalhes, eles sdo as hipéteses do teorema:

1. A curva C da integral de linha é a fronteira da superficie S, ou seja, uma curva
fechada.
2. O campo F é definido em todos os pontos do dominio, ou seja, ndo ha

singularidades. Singularidades sao aqueles “bugs”, tipo divisdes por 0, raiz quadrada de

nameros negativos e etc.

3. A superficie deve ser orientada positivamente.
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Até aqui eu
entendi!

Pode ficar calmo, Davi, o teorema vai ser util quando tivermos uma
integral de linha no R e ndo conseguimos resolver de maneira direta.
Neste caso, depois de confirmarmos que as trés hipéteses acima sao
verdadeiras, poderemos aplicar o Teorema de Stokes. Vamos ao

exemplo:

Exemplo 28: Calcule §. F - dr, onde F(x,y,z) = (-y?,x,2%) e C é a curva da intersecéo
do plano y+z =2 com o cilindro x? + y?2 = 1. (Oriente € no sentido anti-horario quando
observado de cima).

Solucéo:

Ao esbocarmos o cilindro e sua intersecdo com o plano, como mostrado na figura abaixo,
notamos que a curva fechada C trata-se de uma elipse.

Figura 6.4 Esboco gréfico do cilindro e sua interse¢éo com o plano.

Apesar de gﬁc F-ar poder ser calculada de maneira direta, € bem mais simples usar o
Teorema de Stokes, dado por:
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ff mt(ﬁ)-d—se?( Foar
S Cc

Para comecar, quem € esse cara dentro da integral dupla?

O termo rot(F) trata-se do rotacional do campo vetorial F, dado por:

rot(ﬁ) = ﬁ)(ﬁ

Sendo:
= d 0 0
po (222
dx dy 0z
Dai:
i i Kk
rot F = i i _a =(1 +2yk
dx dy dz
—}’2 x 22

Apesar de haverem infinitas superficies com fronteira C, a melhor escolha € a regiao
eliptica S no plano y + z = 2. Se orientarmos S para cima, por consequéncia, induzimos C ao
sentido positivo. Desse modo, admitindo que a equacdo de S é z =2 —y, e sabendo que a
projecédo D que S forma no plano xy é x% + y? < 1, por coordenadas cilindricas, temos que:

x =rcos(0),y=rsen(f)ez=z

Onde:

Dai:

jgﬁﬁsz rot(ﬁ)-%z[f (1+2y)-ﬂ
c S D

2m 1 2 [2  p3 1
= f f (1 + 2rsen(8))r drdf = f —+——sen(6)| db
o Jo o L2 3 0

[2o-2coso)| a0~
> 3cos()0 =7

Exemplo 29: Calcule [f, rot(F) - ds, onde F(x,y,z) = (xz,yz,xy) e S é a parte da esfera
x% + y? + z? = 4 que esta dentro do cilindro x? + y? = 1 e acima do plano xy.
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Solucéo:

Ao esbocgarmos o cilindro e a esfera, como mostrado na figura abaixo, é possivel destacar
a superficie S. A curva C, por sua vez, pode ser dada pela intersecdo das duas figuras. Temos
que:

x?+y?=14-—2z2
x2+y2i=1

O que implica em z%2 =3 = z =+/3. Como z > 0, temos que a curva C é dada pelas
equacdes x? + y? = 1 e z = +/3. Parametrizando a curva, temos:

©(8) = (cos(H),sen(8),V3)

Onde:
0<6<2rm
Derivando:
¢'(0) = (—sen(0),cos(6) ,0)
Dai:

ﬁ((p(@)) = (V3cos(0),V3sen(8), cos(0)sen())

Assim, pelo Teorema de Stokes, temos que:

jL rot(F) 'd_s):ffc Fdr= fo " Fp(0)0'©) df

21
= V3cos(8)sen(8) — V3cos(6)sen(8) db
0

2T
=\/§j 0do=0
0

7. TEOREMA DE GAUSS

Figura 7.1 Carl Friedrich Gauss.

75



O Teorema de Gauss, ou Teorema da Divergente, desenvolvido pelo matematico Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), mostrado na figura 8.1, relaciona uma integral tripla sobre um
volume W com uma integral de superficie sobre a sua fronteira, chamada de S. Enquanto os
Teoremas de Green e Stokes relacionam integrais de linha com integrais duplas, o Teorema de
Gauss relaciona uma integral de superficie complicada com uma integral tripla mais simples.

Sendo ﬁ(x, y,z) = al + bj + ¢j um campo vetorial com derivadas parciais no R* e continuo
em W , o Teorema de Gauss é dado por:

st ﬁ-d_s’=mw div(F) - dv

. - = da ob dc
divF=V-F(x,y,z) = (5"'@4_5)

Sendo:

Essas definigdes me deixam
totalmente perdido! Tem como
me dar uma ajuda professor?

Claro que sim! Pode deixar comigo! Assim como no Teorema de

Stokes, vamos comecar apontando as hipoteses do Teorema de Gauss.

Presta atencdo aqui nas hipoteses do teorema:

1. A superficie S da integral de superficie é a fronteira do sélido W, ou seja, uma
superficie fechada.

2. O campo F é definido em todos os pontos do dominio, ou seja, ndo ha
singularidades.

3. A superficie deve ser orientada positivamente, para isso, a normal deve apontar
para fora.
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Ahh, professor...

As hipéteses do Teorema de
Gauss sao quase iguais as do
Teorema de Stokes. Né isso?

Sim, Davi! Vocé tem razao, os dois teoremas sao muito parecidos nesse sentido. Agora,
que tal aplicarmos esses conhecimentos na pratica?

Exemplo 30: Calcule [ fs .ds,onde F(x,v,2) = (xy% x%y,y) € S é a superficie do

sélido limitado pelo cilindro x? + y? = 1 e os planos z = 1 e z = —1, com a normal apontada para
fora da superficie.

Solugao:

Inicialmente, fazer um esboco dessa regido, como mostra a figura abaixo.

Figura 7.2 Esboco gréfico da regido indicada pelo exemplo 30.

A superficie S que limita o solido é fechada, e possui orientacdo positiva. Além disso, o
campo ﬁ(x,y,z) = (xy?,x%y,y) esta definido em todo o dominio, logo, podemos aplicar o
Teorema de Gauss. Temos que:

. > > oF
dlUF=l7-F(x,y,z)=( +—y+£)

=y2+x24+0=y%+x2

O solido W limitado pela superficie S € um cilindro dado por:
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x2+y?<1
Parametrizando esse cilindro, em coordenadas cilindricas, temos:
x =rcos(0),y=rsen(f)ez=z

Onde:

Montando a equacao, temos que:

1,1 p2m
J.f F-ds = f f f (r?sen?(0) + r%cos?(0)) - r drdzdf
S 0 J-1Y0

1 .1 p2m 1
ff f r3drdzdd == -2n-2=m
0o J-1Jo 4

Exemplo 31: Calcule [f, F-ds, onde F(x,y,2) = (xy,y%+e*  sen(xy)) € S é a
superficie da regido E delimitada pelo cilindro parabdlico z=1—-x? e osplanosz=0,y=0¢
y+z=2.

Solucéo:
Esbocando a regido, obtivemos a figura mostrada abaixo.
Zh

0.,0.1) |

-—

1, {)‘(}/;. — 0,2,0

X \
z=1—x%

Figura 7.3 Esboco gréfico da regido indicada pelo exemplo 31.

Calculando a divergente do campo, temos:
.2 oF OF _ OF
div F = (£+5+5) =y+2y+0=3y
Temos que os limites de integracéo da regido E sao:
-1<x<1
0<y<2-z
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0<z<1-—x?

Dai, aplicando o Teorema de Gauss, temos:

1-x%2 ,2-z 1-x2 2-z
J:]- ds-ff f 3ydydxdz-3ff [— dz dx
0
1-x2 31_"2
ff (4—4z+z%)dzdx == f [4Z—ZZ +? dx
do
3 —x®—3x*—-3x%2+7 1t
=—f dx=—f —x® —3x* —3x%2 +7dx
2)_4 3 2)_4
_1 368_184
2 35 35
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08.,APLICAC}(~)ES DO CALCULO VETORIAL NA ENGENHARIA
ELETRICA

Nas engenharias, 0 uso adequado de ferramentas € inestimavel para 0 sucesso nos
objetivos que se deseja alcancar. Entre inUmeros tipos, as ferramentas matematicas séo
particularmente presentes nas construcfes de modelos para a avaliacdo de situacfes, muitas
vezes, complexas. Ao representar situacdes reais e abstratas do mundo real por meio de
modelos matematicos, podemos compreender melhor as situacdes que nos rodeiam ao associa-

las com coisas mais simples! Fantastico, ndo é Davi?

Sim, professor!A prépria
engenharia elétrica se baseia
nesses modelos matematicos
para a solugao de problemas,

nao é?

Exatamente, Davi! A partir deste capitulo, vamos nos concentrar na utilizacdo das
ferramentas matematicas do calculo vetorial- as quais sdo muito Uteis e precisas para diferentes
ocasifes em que lidamos com representacdes vetoriais dentro das engenharias e queremos
relaciona-los a depender das suas direcdes e sentidos. Ao demonstrar suas aplicacdes e porque
as utilizamos, queremos exibir a motivagcdo por tras do estudo desta ferramenta tdo versatil e

genial!

Porém, é necessario primeiro realizar um apanhado de alguns conceitos basicos da
eletrostatica tratados nas disciplinas de Eletromagnetismo, Conversao de Energia e Maquinas
Elétricas. Com esses conhecimentos devidamente alocados, pode-se compreender melhor o uso

da matematica no estudo da engenharia e como ela se aplica. Nao é mesmo, Davi

Mas calma ai, professor! Eu nem
sequer cheguei nessas disciplinas
ainda! Como eu vou entender o
que vai ser passado?!
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N&o se preocupe quanto a isso. Todo o conteudo tratado aqui sera explicado direitinho, de forma
que apenas seu conhecimento em Calculo sera suficiente para entender os assuntos. No
entanto, se encontrar alguma dificuldade no entendimento de algum conceito, & sempre bom
realizar um estudo sobre o tema de forma independente e pedir auxilio aos professores e

colegas.

7

Nosso foco aqui € mostrar o porqué do estudo matemético é tdo essencial para a
Engenharia Elétrica! Entdo, vamos 14?

8.1 Conceitos basicos da Eletrostatica

Dentro do contexto fisico do eletromagnetismo, que estuda as relacdes, causas e
consequéncias dos fenbmenos elétricos e magnéticos, torna-se essencial o entendimento do
comportamento dos campos elétricos e magnéticos. Estas regides de influéncia fisica, dentre
muitas coisas, sdo responsaveis pela perturbacéo de sistemas estaveis, estaticos ou dinamicos,
e pela realocacédo dos elementos que o compdem para um novo estado regido por determinadas
caracteristicas. As caracteristicas mais importantes a serem discutidas sdo a intensidade,
direcdo e sentido da influéncia desses campos eletromagnéticos; os dois ultimos definidos por

convencao cientifica. E fato que os humanos inventam os seus proprios problemas.

Tratando da area da eletrostatica, que estuda os casos em que cargas elétricas estdo em
repouso em relacéo ao referencial espacial do observador (ponto importantissimo, uma vez que
o referencial tomado pode facilmente levar um problema eletrostatico a um eletrodindmico),
muitas das influéncias fisicas podem ser representadas por relacdes mateméticas. Quando ha
uma regido no espaco com acumulo de cargas elétricas de mesma polaridade, dizemos que ela

esta eletricamente carregada.

Achou complicado? Nesse caso, pense nisso como uma piscina de bolinhas onde a sua
maioria é da cor vermelha, onde cada bolinha representa uma carga negativa. Ao se referir a
piscina como “piscina vermelha”, vocé esta usando a caracteristica de ela estar cheia de bolinhas
vermelhas para a definir, por metonimia. Do mesmo modo, chamar uma regido de “carregada

negativamente” usa a caracteristica de ela estar com excesso de elétrons.

Quando isto ocorre, surge um campo vetorial de influéncia fisica em torno desta regiao
carregada, partido dela, a qual da-se o nome de campo eletrostatico. Este campo de influéncia
tem a caracteristica peculiar de causar um deslocamento espacial das cargas elétricas em sua

proximidade. Uma vez que a natureza tende a manter ou criar um equilibrio nas suas forgas, um
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acumulo de cargas positivas ha de atrair as cargas negativas e vice-versa, de modo a nulificar o
acumulo de cargas idénticas. De forma contraria, um acumulo de cargas idénticas tende a repelir

demais cargas de mesma polaridade, evitando assim um crescimento natural deste acumulo.

Este conceito acerca do movimento devido a interacdo de cargas elétricas € definido como
forca elétrica (Fe ). Pela Lei de Coulomb tratando de cargas pontuais, a forca elétrica que atua
entre elas é proporcional ao produto da intensidade das cargas que interagem, e inversamente
proporcional ao quadrado da distancia que as separa. Por ser apenas proporcional, € multiplo
pelo fator 1/4meo , que surge da conversao do sistema antigo de unidades CGS (centimetro-
grama-segundo) para o Sl. A conversédo transforma a unidade de forca dina (g.cm/s?) em
Newtons (kg.m/s?) ao tratar das diferentes unidades de carga elétrica utilizadas. Assim, atuando

na direcdo entre as cargas:

F, = q192

Ameyr?

Dessa forma, o campo elétrico E originado de uma carga g1 € uma grandeza fisica vetorial
que diz a quantidade de forca elétrica produzida pela interacdo entre duas cargas q1 e gz, pela
quantidade de carga que g2 possui [N/C, Newtons por Coulomb] e pode ser algebricamente

representado como.

—

E

£ (8.1)
q

A influéncia deste campo elétrico pode ser representada visualmente como linhas de
campo, que nada mais sdo do que setas que indicam a intensidade, direcao e sentido do campo
elétrico; linhas divergentes convencionadas para cargas positivas e linhas convergentes

convencionadas para cargas negativas.

(a) (b)

Figura 8.1 Linhas de campo da interacdo de cargas (@) iguais e (b) diferentes.

(Fonte: O que é campo elétrico? - Brasil Escola (uol.com.br))
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Espera um pouco! Essas linhas...

Elas possuem direc¢ao e sentido,
sao vetores!!!

Exatamente, Davi! Esses vetores, as
chamadas linhas de campo, séo representacoes
gréficas usadas para saber o comportamento

elétrico das cargas quando interagem com campos
elétricos. Mas por que linhas? O que sua direcao e

sentido querem nos dizer?

A convencao do sentido dessas linhas de campo esta diretamente relacionada com o
comportamento de cargas imersas nesses campos e a direcdo do movimento sofrido por elas.
Por exemplo, se uma carga positiva g+ estiver dentro de um campo elétrico divergente, ndo nulo,
criado por uma distribuicdo de cargas positivas, a forca elétrica resultante fara com que esta
carga g+ se mova na mesma direcdo das linhas de campo e para longe do centro de distribuicédo
de cargas. Por outro lado, se for o caso de uma carga negativa g- no mesmo campo elétrico
divergente, a forca elétrica resultante fara com que ela se mova na dire¢édo contraria das linhas

de campo e para perto do centro de distribuicdo de cargas.

Assim, as linhas de campo indicam a direcao e o sentido da forca sofrida por uma carga

positiva quando interage com um campo elétrico.

Nesse caso, essas linhas servem
de recurso visual para nos ajudar
a visualizar o comportamento
desses campos, né?
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Isso mesmo, Davi! Mas ndo apenas isso, esse recurso também é utilizado para a
representacédo de campos vetoriais de forma mais visivel para que possamos utilizar ferramentas
matematicas! Veremos isso nos topicos seguintes.

Estas linhas de campo se estendem por todo o espaco, ficando menos intensas conforme
se afastam do centro de carga pelo quadrado da distancia. Esta queda de intensidade pode ser
comparada com o jato espraiado de uma mangueira de jardim! A sua intensidade ao se afastar
por trés metros seria 0 mesmo que se afastar por nove metros, em comparagdo com um campo

inversamente proporcional simplesmente a distancia.

P--Pp--p--B--A--F--A--T AA A A A gy
rr P A A A A A Ao A I
f]‘f‘/‘/’ﬁﬂﬂ ppA A A a7
[ A A I 7 N R R T S A
/‘/‘/’///zz f//‘}'71777
/////ﬂ}z f/‘ P A A
/ P e I B P e AR
///7/",/4?/—»3#—);7 //i—#-—':aa—)

(a) (b)

Figura 8.2 Campos vetoriais inversamente proporcional (a) a distancia e (b) ao quadrado da distancia.

Para cargas pontuais (de tamanho infinitesimal e, portanto, desprezivel), tém intensidade

inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre o ponto de observacao e cada carga

pertinente a situacao tratada. Com base na equacao 8.1, vetor campo elétrico E para uma carga

pontual isolada g no vacuo é definido como:

= 1 q A
E = =7 (8.2)

ATTEQ T2
Onde:
° q é a carga que gera 0 campo;
° €o a permissividade elétrica do meio (para casos gerais, 0 vacuo é admitido como
0 meio);
) r € 0 moédulo do vetor distancia da carga ao ponto de interesse;
° 7 é 0 versor na direcao radial, com origem na posi¢ao da carga;

Como ja vimos no capitulo 2, em coordenadas cartesianas, podemos definir r entdo como:

r=.x%+y2+ 272
Além disso, ainda pode-se definir um outro artificio fisico e grafico: as superficies

equipotenciais. Elas representam regides no espaco onde, ao se deslocar tangencialmente sobre
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elas, a influéncia elétrica sentida seria a mesma. Ou seja, estas regides estdo sob o mesmo
potencial elétrico. Graficamente, estas superficies sdo sempre perpendiculares as linhas de

campo elétrico.

Quando, afetado por um campo elétrico ndo nulo, ha um deslocamento espacial devido a
forcas elétricas, também ha a mudanca da regido equipotencial em que se situa. Neste
deslocamento, do potencial elétrico inicial VVa ao final Va, houve entdo um deslocamento sobre
uma diferenca de potencial elétrico. Esta diferenca de potencial € muito similar a diferenca de
potencial gravitacional e pode ser vista como analoga. Quanto maior for o seu valor, maior sera
a capacidade de transferir energia mecéanica a um corpo. Assim, quanto maior for a diferenca de
potencial elétrico ou tenséo elétrica (V = AV = Va — Vb ) que existir em um campo elétrico, maior
sera a capacidade deste campo de realizar trabalho ao alterar a energia mecéanica de cargas

elétricas.

Para a maioria dos problemas da fisica, o referencial de potencial elétrico nulo é tomado
numa distancia infinita da carga (r — «). Dessa forma, o potencial elétrico de uma carga pontual
€ uma grandeza escalar e é definido como proporcional a quantidade de carga e inversamente

proporcional a distancia da carga ao ponto de observacédo, podendo ser representado como:

y =1 (8.3)

4TEYT

Com estes conhecimentos vivos na mente, podemos entao prosseguir para observar
como o entendimento destes conceitos é facilitado quando se compreende as aplicacées do

célculo vetorial.

8.2 O fluxo magnético ()

Agora que sabemos 0s conceitos basicos para o estudo dos campos elétricos gerados por
acumulo de cargas livres, é Util a discussdo acerca de campo magnéticos para posteriores
analises. Mais a frente, iremos discutir como as integrais de linha podem ser aplicadas no seu
estudo e como estes interagem com outros campos de forma dindmica para as mais diversas
aplicac6es dentro da engenharia elétrica. Para isto, um dos pré-requisitos mais necessarios é a
compreensao do conceito de fluxo magnético e como este pode ser interpretado para a

representacédo de fendmenos fisicos através de ferramentas matematicas.

De fato, é perceptivel que ha uma regido de influéncia ao redor de objetos magnetizados,

como imas, caracterizados por polo norte e sul. Pode-se, inclusive, realizar um paralelo desta
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regido com a observada nos objetos eletricamente carregados. Da mesma forma que ha um
campo elétrico para estes, também ha um campo magnético para corpos magnetizados. Este
campo também apresenta caracteristicas similares ao ser observado com atencédo. Ele exerce
forcas de atracao e repulsao, sua intensidade pode ser representada por linhas de campo e ela
diminui com o quadrado da distancia. A sua representacdo por linhas de campo €& muito

importante neste topico, uma vez que isto é o que usamos para definir o fluxo magnético (o).

O fluxo magnético pode ser interpretado com a intensidade de “influéncia” que
determinado campo magnético tém em dada regido do espaco. Quanto maior for o valor do fluxo,
maior sera a intensidade das linhas de campo. Ao observar a figura 1.2(b), pode-se entédo deduzir
que o fluxo magnético é muito mais intenso proximo a origem do plano cartesiano do que nas
extremidades da imagem. Em verdade, se o observador se afastar para o dobro da distancia, a
intensidade da influéncia percebida cairia por quatro vezes devido a relacdo quadratica inversa!
Percebe-se que esta grandeza é escalar, pois s6 determina a intensidade medida e ndo se

importa com diregdes e sentidos.

No entanto, o estudo vetorial € essencial para a fisica e as engenharias. Compreender o
sentido e a direcdo das grandezas, muito além de sua magnitude, informa de onde estas
grandezas “estédo vindo” e “para onde vao”. Ou seja, pode-se determinar, para este caso, quais
sdo e onde estao estas fontes de fluxo magnético, além de qual percurso estas linhas de campo

podem tomar no espaco, visualizando assim a forma da sua regido de influéncia. Nisto, &

importante definir uma nova grandeza vetorial, chamada de densidade de fluxo magnético (§).
Este campo vetorial busca quantificar quanta influéncia magnética existe em um determinado
ponto do espaco por unidade de area. Para isto, foi convencionado que neste campo as linhas

de fluxo “saem” do polo magnético norte e “entram” se direcionando ao polo magnético sul.

Por unidade de area? Mas que
area? Ela tem alguma coisa a
ver com a caracteristica
vetorial deste campo?
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Se vocé pensou nisso, estd no caminho certo! A area em questdo nada mais é do que
uma superficie que esta perpendicular a dire¢cdo de passagem das linhas de campo, ou linhas
de fluxo, no espaco. Para isto, pode-se imaginar um campo magnético que tem suas linhas de
fluxo @ direcionadas para a direita de forma uniforme. Ou seja, ha um polo norte a esquerda. Se
determinarmos uma superficie de area A, perpendicular a direcdo da passagem deste fluxo, a

magnitude da densidade de fluxo B sera a razdo entre o valor do fluxo e o valor da area.

p=2 (8.4)
A

Neste caso, a representacao vetorial deste campo de densidade de fluxo é na direcéo

positiva do eixo X.

—_———————— ] — e — —
—_— ] e
— -t ———] —————
—_— e — ] — e —— —
—_—— e —— e — ] —————
—— >
— ——
O e ——— ——— — —

Figura 8.3: Passagem do fluxo ¢ através de uma superficie de area A.

Para um caso genérico, portanto, uma superficie de area aberta A qualquer e

perpendicular a linhas de campo de uma densidade de fluxo B tomando qualquer forma, pode-
se entdo determinar o fluxo magnético como a contribuicao de todos dos produtos entre 0 campo

B e o elemento de area dA através da integracdo de superficie:

o= |B.dA (8.5)

Esta relacdo € de extrema importdncia para as analises de campo magnéticos,
principalmente naqueles que sao variaveis no tempo, onde as manipulagdes matematicas podem

trazer grandes esclarecimentos acerca do funcionamento dos mais variados fenémenos fisicos.
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9. APLICACOES DAS INTEGRAIS DE LINHA

9.1 As Integrais De Linha No Eletromagnetismo

E ai, Davi? Ainda ta comigo? Vocé conseguiu pegar tudo até aqui?

Oi professor! T6 aqui sim. O
assunto é meio complicado,
mas fui lendo e revisando os
conteudos vistos

Muito bem, Davi! Todo engenheiro precisa ser persistente mesmo, mandou bem! Nesse

caso, vamos dar continuidade aos nossos estudos.

Trabalho e potencial elétrico

Em todas as areas da engenharia, ainda mais da elétrica, ha uma grande preocupacédo
com o uso das energias disponiveis e o0 estudo de como ela pode ser transferida e transformada
é do interesse de todos os que almejam esta profissdo. Por isso, o conceito de trabalho é muito

importante. Pense aqui, o trabalho e a energia séo, essencialmente, a mesma coisal

Mas como pode? Na realidade,
o senhor pode comegar
relembrando o que é trabalho?
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Pode deixar, Davi! V& s0, imagine arrastar uma caixa pesada pelo chdo. Seu corpo gasta
a energia quimica armazenada, originaria da alimentacédo, e gera forca nos seus bragos para a
empurrar. Nesta acdo, se ha o deslocamento da caixa, entéo ela recebe energia cinética que foi

transformada pelo seu corpo. Nesta transformacéo de energias, seu corpo exerceu trabalho!

Basicamente sempre que h4 a mudanca na energia de uma forma para outra ou quando

ela é simplesmente transferida sem alteracao, ha trabalho sendo realizado.

Se uma particula carregada eletricamente com carga g sofre um deslocamento quando
imersa em um campo elétrico E, pode-se averiguar que houve alteracdo na energia mecanica

desta particula e, consequentemente, trabalho foi realizado. O campo elétrico Eéo responsavel
por esse trabalho. Para calcular o valor do trabalho quando esta particula vai de um ponto A a

um ponto B, pode-se entdo usar de algumas ferramentas matematicas.

Por definicéo, o trabalho realizado - ou a quantidade de energia que foi transformada em
um sistema — em um deslocamento entre dois pontos devido a uma forca é igual ao produto

escalar entre o vetor forca e o vetor deslocamento. Mas vocé entende o que isso quer dizer?

Sabe-se que o produto escalar entre dois vetores Fed, gue possuem um angulo 6 entre eles,

pode ser representado como:

-

F-d= Fd cos(6) (9.)

Se os vetores forem paralelos, com 6 = 0° ou 8 = 180°, o produto escalar tem seus valores
maximo e minimo, respectivamente. Se forem perpendiculares, com 8 = +90° , o produto escalar
€ nulo. Ou seja, o trabalho realizado por determinada forca s6 existe quando h4 ao menos uma
componente do deslocamento na mesma direcdo dessa forca, e € proporcional ao produto do
mddulo destes componentes.

O sinal do trabalho obtido também nos traz informacgdes! Se o deslocamento for no mesmo
sentido da forca (6 = 0°), o trabalho tera valor positivo; se for no sentido contrario (8 = 180°),
valor negativo.

Tratando agora do deslocamento de determinada carga g ao longo de um caminho
arbitrario C, podemos dividir este caminho em vetores de deslocamentos infinitesimais di, onde

a carga estara sujeita a uma forca E’ em cada posicéo, originaria de um campo eletrostatico E.
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Figura 9.1 Deslocamento de uma carga g, do ponto A ao B e ao longo de uma curva C, através
de um campo eletrostatico E.

Perceba que ra e rs séo o0s vetores que indicam as distancias dos pontos A e B até nossa
origem arbitrada, enquanto o vetor r indica a distancia da carga, em qualquer ponto, até a origem.

Podemos definir o trabalho realizado ao longo do percurso € como a soma dos trabalhos

realizados em cada fracdo dl deste caminho. Como esta curva pode ser representada por
variaveis dependentes, como C = f(x, y, z) , podemos entdo escrever o trabalho total realizado
pelo campo elétrico W como a soma destes produtos escalares infinitesimais ao longo de C,

resultando na seguinte integral de linha:

W=f F—ea=—Qj E.dl (9.2)
C Cc

Onde Q é o valor da carga que sofre o deslocamento. Se o trabalho assumir valor positivo,
entdo o deslocamento € realizado pelo campo. Se assume valor negativo, o deslocamento é
devido a uma forca externa. O sinal negativo da equacdo apenas nos diz que o trabalho é

realizado por um agente externo ao campo!

Vamos para o exercicio? Praticando, podemos associar melhor as ideias e conceitos

passados anteriormente!

Exemplo 32: Determine (a) o trabalho realizado ao deslocarmos uma carga Q pelo campo
eletrostatico E, do ponto A ao ponto B e ao longo de um caminho C, onde o vetor deslocamento

infinitesimal toma a forma genérica di, e (b) demonstre que o médulo do trabalho realizado é W

= QVas, onde Vas € a diferenca de potencial entre os pontos A e B.
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Solucéo:
a. Sabendo que cada regido no espaco esta sobre uma regiao equipotencial, pode-se
dizer que o campo E produz uma forca E’ gue causa um deslocamento na carga Q,
partindo da regido A, de um ponto ra, a uma regido B, do ponto rs de distancia do nosso
referencial espacial. Ou seja, ha uma transferéncia de energia para a carga quando ela
vai de uma regido com determinado potencial Va para uma outra regido de potencial Vs.

Da equacéo 9.2, o campo eletrostatico de uma carga pontual:

Para facilitar nossos calculos, vamos utilizar coordenadas esféricas (r, 8,¢ ) tanto para o

campo elétrico quando para o vetor dl. Tratando de um campo eletrostatico criado por
uma carga q , podemos encontrar o trabalho realizado neste deslocamento. O vetor do

deslocamento infinitesimal toma a forma:

di = dr# + d0 9 + rsenbd¢

Fazendo uso da equacédo 10.2, o trabalho realizado pelo campo elétrico € escrito como:

= —Qj E-dl= —-Q 4n60r2 f-(dr# + d6 8 + rsenfde ¢)

Perceba o produto escalar dentro da integral. Mas, o que ele significa? Novamente, do
conceito tratado de trabalho, esta operacao vetorial indica que o trabalho resultante € igual
a soma dos produtos entre as componentes dos vetores da forca aplicada e do
deslocamento sofrido. Ou seja, quanto maior for a forca e/ou o deslocamento, maior sera

o trabalho realizado.

N&o apenas isso, mas também informa que estas componentes devem estar na mesma
direcdo para que haja trabalho. Assim, neste caso, para qualguer componente de
deslocamento que ndo € na direcdo radial das linhas de campo de E, ndo ha trabalho feito
pelo campo e essa componente € devido a alguma forca externa a ele. Se ha
deslocamento na mesma direcédo das linhas de campo, mas no sentido oposto, entdo a
forca E; gera trabalho, mas no sentido oposto ao movimento e tendendo a reduzir ele.

Resolvendo o produto escalar, segue o resultado da integral.

f-(dr + dO 0 + rsenfde ¢) = dr

rp 1
DW= — Qq f L ar qa q
Amey ), T 47TEOTB 4megTy

A
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b. Da equacéo 9.3, sabendo que os potenciais elétricos que uma carga pontual gera

q
4megrp’

no ponto de observacgao, nos pontos A e B, sdo dados por V, = 1_evV, =

4ATTEQT 4

entao:

W = Q[Vs — V4l = QVys (9.3)

gue, em mobdulo, é o que queriamos demonstrar.

Se VaB é negativo, o trabalho é negativo, o que indica que a forca aplicada é externa e o
campo atua contra o deslocamento. Se € positivo, entdo o trabalho é positivo e o campo
atua a favor do deslocamento.

A patrtir do resultado do exemplo 32 e da equacao 9.3, podemos associar 0 seguinte fato:

&

b b
Q[VB—VA]=QVAB=—QJ E-dl=>VAB=—j E. (9.4)

a

Ou seja, a integral de linha do campo elétrico, indo de um ponto B a um ponto A, é igual
a diferenca de potencial elétrico entre esses dois pontos! Mas o que isso quer dizer? Esta relacéo
matematica pode ser relacionada com a capacidade inerente do campo elétrico em produzir
trabalho ou, em outras palavras, de transferir energia em um determinado sistema. A diferenca
de potencial elétrico se mostra como esta capacidade de produzir trabalho, por unidade de carga,

entre dois pontos do espaco permeado por um campo elétrico.

Esta integral de linha é de extrema importancia entdo para demonstrar um fato. Quanto
maior for o médulo da integral de linha da equacédo (9.4), maior entdo sera o produto entre as
componentes paralelas do campo elétrico e do caminho de deslocamento em questéo, definido
pelo produto escalar descrito na equacao (9.1). Assim, maior sera a contribuicdo do campo no
deslocamento de um ponto A até um ponto B.

Conservacao do Campo Eletrostatico

Do exemplo 32, nota-se que a integral de linha depende apenas do valor de r, ou seja,
das distancias para com a origem do sistema de coordenadas. O trabalho realizado pelo campo
eletrostatico é indiferente a escolha do caminho tomado no deslocamento da carga elétrica
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guando os pontos inicial e final s&o os mesmos. Este fato ocorre especialmente quando o campo

vetorial que origina a forca tratada € um campo conservativo.

E possivel enxergar que caso a carga g percorra um caminho fechado (onde o ponto de

chegada rs € igual ao ponto de saida ra), o trabalho realizado pelo campo elétrico é nulo.

—

Weaminho fechado = _Q% E-dl
c

- — q

:—ngAE- l=—Q[ __ =0
A dtegry 4AmeEGTy

Isto, também, ocorre notavelmente para os casos em que 0 campo vetorial tratado é um
campo conservativo. Pode-se verificar isso de outra forma, mas também com o auxilio das
integrais de linha. Fazendo uso do Teorema de Stokes, que diz que uma integral de superficie
do rotacional de uma funcéo vetorial € igual a integral de caminho fechado desta mesma funcéo,
tem-se:

j wﬁﬂ:f E.dl=o0
S C

Dai:

Novamente, uma das caracteristicas da maioria dos campos vetoriais conservativos € a
de ndo possuir rotacionais. Assim, a ferramenta das integrais de linha, uma vez que descrevem
o comportamento fisico de movimentos causados por forcas elétricas, pode ser usada para
evidenciar que um campo eletrostatico ndo causa rotacdes em cargas elétricas puntiformes. Isto
ocorre devido a caracteristica divergente dos campos eletrostaticos, que impossibilita a criacao

de torque em distribuices elétricas de mesma caracteristica.

Vale notar que esta relacdo esta valida apenas para campos estaticos originados por
acumulos de cargas livres. No deslocamento de um corpo carregado através do campo, ha sim
trabalho envolvido devido a alteracdo do estado das energias do sistema. No entanto, devido a
convencao dos sinais relacionados com as relagdes entre as dire¢ées do movimento e da forga
aplicada, a soma dos trabalhos em um percurso fechado € sempre zero. Porém, para campos
elétricos variantes no tempo, isto nem sempre é verdade e conclusdes devem ser tomadas com

cautela!
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9.2 As Integrais de Linha aplicadas as Maquinas Elétricas

As Maquinas Elétricas sdo, em resumo, dispositivos que realizam trabalho na converséo
da energia elétrica para outras formas de energia, ou a conversao destas para a energia elétrica.
Exemplos podem ser citados como motores elétricos, geradores e transformadores, com as
respectivas conversdes de energia elétrica-mecanica, mecanica-elétrica e elétrica-elétrica. Os
principios de funcionamento destes dispositivos sdo estudados no curso de Bacharelado de
Engenharia Elétrica, no IFPE Campus Garanhuns, nas disciplinas de Converséo de Energia e
Maquinas Elétricas, com bases provindas das disciplinas de Calculo 3, Eletromagnetismo e

Sistemas Elétricos!

Ah, ndo! De novo com essas disciplinas?
Mas eu ndo me dou bem com elas, e
algumas eu ainda nem sequer cheguei a
cursar!

Calma, rapaz! Todos os temas serdo tratados com calma,
paciéncia e detalhadamente. E caso ainda nao tenha alcancado
estas matérias, ndo ha problema. Nosso objetivo é mostrar a
importancia do estudo do Calculo Vetorial e as inUmeras aplicacdes
gue existem na Engenharia. Se concentre nos conceitos trabalhados

e Nnos seus significados!

Definicdo da For¢ca Magnetomotriz (FMM)

O funcionamento de muitas maquinas elétricas esta diretamente atrelado aos fenbmenos
da inducdo eletromagnética, pela Lei de Faraday-Lenz, e da interagdo entre campos
eletromagnéticos no espaco. Em especial, nos transformadores, relés, motores e geradores, 0
fluxo de campo magnético é a base fundamental para seus funcionamentos, sendo de interesse

especial. Em analogia aos campos elétricos, a “for¢a” que causa o deslocamento das cargas
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elétricas para a formacao da corrente elétrica é a Forca Eletromotriz (FEM), dada em Volts.
Tratando de campos magnéticos, a “for¢ga” que gera o fluxo magnético € a Forca Magnetomotriz

(FMM), dada em ampéres-espiras.

Ampeéres-espiras? Entdo a for¢a que
produz o fluxo magnético em uma
maquina elétrica é proporcional a
corrente elétrica que circula e ao

numero de espiras de um fio enrolado?

Exatamente! Quanto maior for o valor da intensidade de corrente I e o nimero de espiras
em uma bobina de N enrolamentos, maior vai ser a intensidade do fluxo magnético originado!
Similar com a FEM, que intensifica a corrente elétrica conforme sua intensidade do campo

elétrico aumenta.

N&o apenas isso, mas o material no interior (nlcleo) deste conjunto de espiras (bobina)
também esta associado a intensidade do fluxo (¢). Se este nucleo for de um material que tenha
alta permeabilidade magnética, denotada por y, entao sera mais facil que o fluxo magnético seja
conduzido pela sua geometria. Além disso, materiais assim também se magnetizam fortemente,
intensificando o valor do fluxo ao se tornarem imds com campo no mesmo sentido. Estes

materiais sdo denominados ferromagnéticos,

A criacdo de uma intensidade de campo magnético (17) pode ser associada a passagem

de corrente elétrica a partir da Lei Circuital de Ampeére, como:

jﬂ H.dl=i,, (9.5)
C

onde i,,, € a corrente envolvida pela curva fechada arbitrada, perpendicular a passagem
de corrente. De fato, a interpretagcdo matemética desta integral de caminho fechado pode assumir
a mesma para o calculo do trabalho realizado pelo campo elétrico no deslocamento de uma
carga. Para ela, devido ao produto escalar, importam apenas as componentes tangenciais entre

as linhas de campo magnético e a curva que engloba a passagem da corrente.
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Vamos fazer um exercicio simples que vai esclarecer as ideias a respeito deste topico!

Exemplo 33: Determine, a partir da figura 9.2, qual € a intensidade do campo magnético

H gerada no interior e no exterior deste enrolamento solendide cilindrico, de raio interno a e de

comprimento infinito, quando € percorrido por uma corrente constante de valor I.

Solucéo:
Como abordado anteriormente e a partir da equagéao (9.5), o vetor intensidade de campo

magnético pode ser determinado pela Lei Circuital de Ampere, como:

jﬂ H-dl =i,
c

Onde ienv € a corrente envolvida pela curva fechada arbitrada, perpendicular a passagem

de corrente.
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Figura 9.2 Solenoide do exemplo xx. O campo H é direcionado para cima, na direcdo positiva do eixo Z. Pode ser
verificado pela Regra da Mao Direita ao observar o sentido da corrente

Percebe-se que, ao ser infinito (seus polos norte e sul ndo podem ser alcancados),
podemos admitir uma fracdo de comprimento do solenoide de valor L, que possui uma
guantidade N de espiras. Para a escolha do caminho fechado a ser utilizado, levaremos em
consideracao que a integral € de um produto escalar. Ou seja, devemos escolher um caminho
cujas linhas de campo magnético sado tangentes a curva arbitrada. Ou melhor dizendo, um

caminho que delimita uma superficie cuja seu vetor normal seja paralelo a dire¢do da corrente.
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Figura 9.3 Curva de integracao do exemplo 33. Os pontos indicam o sentido da corrente saindo da pagina,
enquanto as cruzes indicam a corrente entrando na péagina.

Para simplicidade, escolnemos uma curva retangular mostrada na figura 9.3. Ora, ao
considera-lo uniforme e constante, 0 campo Tn[ na parte interna do solendide (r < a) segue o
mesmo sentido e diregdo do caminho da esquerda (K). Para a regi&o exterior (r > a), como as
linhas de campo devem ser continuas e indo do polo norte para o sul, 0 campo ﬁext tem mesma

direcédo e sentido do caminho da direita (—K ). Como os caminhos de cima e de baixo sdo

perpendiculares aos campos, o produto escalar € nulo para ambos.

A corrente i,,,,, envolvida pela curva nada mais é do que o valor da intensidade de corrente

i vezes 0 numero de espiras N que a curva encarcera. Assim, temos:

-

Ni = jg H-dl= fﬁint “dlesquerda + f ﬁext “ dlgireita
c
L

L
- Ni= J H..R - dif + J Hoxe(=R) - dI(=R)
0 0

= Ni = L(Hint + Hext)

Pode-se notar uma coisa a partir disto. A soma entre as intensidades dos campos interno
e externo é sempre constante, valendo Ni. Logo, os dois campos também sao constantes.
Porém, sabe-se que a intensidade do campo magnético no exterior do solendide naturalmente
diminui com o quadrado da distancia, fazendo com que H,,;,— 0 quando r — «. Porém, se o
campo é constante em qualquer ponto externo ao solendide e H,,; € nulo no infinito, entdo é

l6gico que H,,; = 0 em qualquer ponto. Assim, com H = H;,;; , temos o resultado:

g=N (9.6)
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Conseguimos entao definir qual € o campo magnético de um solendide infinito, sendo ele
constante e uniforme no seu interior e nulo no seu exterior. Mas, e ali, ja percebeu?

Perceber o que? Nos
encontramos o valor do campo
magnético. Mas o que isso tem a
ver com a forga magnetomotriz?

Basta olhar com cuidado! A forca magnetomotriz € definida como o produto entre o valor
da intensidade de corrente e o numero de espiras de determinado enrolamento condutor. Ou

seja, da equacao (9.6), a FMM pode ser escrita como:

F=Ni=3g H.dl (9.7)
Cc

Assim, a FMM necessaria para produzir um fluxo magnético ¢ através de determinado

meio pode ser determinada pela integral de caminho fechado do vetor campo magnético H ! Este
conhecimento é especialmente aplicado ao funcionamento de maquinas elétricas que utilizam o

fluxo magnético para operarem.

Considere o nucleo de material ferromagnético da figura 9.4. A quantidade de forca
magnetomotriz para fazer um fluxo ¢ permeé-lo é igual ao produto Ni. Citando o livro Maquinas

Elétricas, de Fitzgerald e Kingsley:

“As dimensées do nucleo séo tais que o comprimento do caminho de qualquer linha de fluxo é
aproximadamente igual ao comprimento médio do nucleo /c. Como resultado, a integral de linha (equacao
1.10) torna-se simplesmente o produto escalar Zc /c do modulo de H vezes o comprimento médio Zc do
caminho de fluxo. Assim, a relagéo entre a FMM e a intensidade de campo magnético pode ser escrita,
na terminologia dos circuitos magnéticos, como F = Ni = Hc lc , em que Zc é o médulo médio de H no

nucleo”
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Figura 9.4 Circuito magnético simples, retirado de Maquinas Elétricas, de Fitzgerald e Kingsley. 1 é o fluxo
concatenado da bobina, onde 1 = Ng.

Ou seja, para qualquer secao de um circuito magnético, a FMM requerida para gerar

determinado fluxo pode ser encontrada pela seguinte relacao:

F=Ni=Hclc (9.8)

Isto € especialmente valido para distribuicbes de campos magnéticos solenoidais! Quer
dizer, para distribuicdes em que as linhas de fluxo estdo em somente uma dire¢do, como no caso
de um solendide infinito. Em qualquer “ramo” do nucleo, desprezando os efeitos de espraiamento

devido a disperséo do fluxo, a forca magnetomotriz € definida da mesma forma.

YYYYYYYYY
YYYYYYYYY
\AAAAAAAA

Figura 9.5 Exemplo de fluxo magnético solenoidal unidirecional e uniforme, para o qual € valida a equagéo (9.8).

Esta aplicabilidade das integrais de linha é essencial para avaliacdes de casos simples,
como este, e para situacdes de geometrias mais complexas. Com esta ferramenta em maos,
pode-se associar o fluxo magnético ¢ com o vetor densidade de fluxo magnético B, e este com
relacdes de torque forca magnética aplicada a dispositivos eletromecéanicos, bem com tensdes
induzidas devido ao fendmeno da inducéo eletromagnética e afins. E, de fato, umas das

ferramentas mais inestimaveis para a Engenharia Elétrica.
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Determinacao da Tenséao Induzida (e)

Ainda no escopo das maquinas elétricas, como mencionado anteriormente, um dos
fendmenos fisicos mais explorados para seu funcionamento € a inducao eletromagnética. Este
principio diz que, independentemente do referencial adotado, a variacdo de um fluxo magnético
¢(t) no tempo induz uma determinada forca eletromotriz em materiais condutores, aqui denotada
por e(t). Havendo circulacdo da corrente originaria da FEM induzida, esta ocorre de forma a se
opor a variacao do fluxo. Dessa forma, pode-se representar esta FEM induzida nos enrolamentos
condutores de uma méaquina elétrica pela seguinte equacao:
oA g
e(t) = Y = _NE (9.9)

Onde 1 é o fluxo concatenado (ou seja, somado, acoplado ou ligado) por N espiras que
contribuem com um fluxo ¢ cada uma. Com a FEM induzida, surge um campo elétrico que néao
€ diretamente proveniente do acumulo de cargas. Este campo, ao contrario do campo

eletrostatico antes estudado, ndo é conservativo!

N3o é conservativo? Quer dizer
que as leis de conservagao de
energia ndo sao mais aplicaveis?

Calma, calma. Dizer que o campo elétrico originario de uma FEM é néo-
conservativo apenas implica que, ao deslocar uma carga imersa neste campo do
ponto A ao ponto B, a quantidade de energia transferida depende do caminho! Em
outras palavras, o trabalho realizado por esse campo ndo é o mesmo para
deslocamentos em rotas diferentes. Dessa forma, se deslocarmos uma carga em um
percurso fechado, diferentemente de um campo eletrostatico, o trabalho realizado

por unidade de carga nao sera nulo!
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Podemos aqui estudar como as integrais de linha sé@o aplicadas para encontrarmos meios
de definir essa tenséo induzida nestes dispositivos. Para o trabalho por unidade de carga em um
caminho fechado e com apenas uma espira (N = 1), podemos entao escrever como:

—f Edf—a(p 9.10
e—C == (9.10)

Aqui vemos um ponto importantissimo para a engenharia elétrica. O termo da esquerda
indica a FEM induzida no material condutor, o termo do meio indica o trabalho por unidade de
carga realizado ao movimentar uma carga por um caminho fechado, enquanto o lado direito
indica a variacao do fluxo magnético, permeando o condutor, no tempo. Estes trés conceitos séo,

de fato, a mesma coisal

Isto quer dizer que o trabalho realizado tem de vir de algum lugar. Neste caso, o trabalho
é realizado pela energia que existe no campo magnético variavel no tempo que induziu esta
FEM. Assim, diversas maquinas elétricas utilizam disso para a gerag¢do, transmissdo ou

conversao de energia elétrica através da magnética, realizando a variacdo da densidade de

fluxo magnético B(t) por meios elétricos e mecanicos.

Alguns casos podem ser explorados, a depender do referencial inercial ou n&do-inercial

tomado. Citando o livro Elementos de Eletromagnetismo, de Matthew N. O. Sadiku:
“(...) a variagdo do fluxo magnético no tempo pode ser causada de trés maneiras:
1. quando se tem uma espira estacionaria em um campo magnético B variavel no tempo;
2. quando se tem a area de uma espira variavel no tempo em um campo magnético B estatico;

3. gquando se tem a area de uma espira variavel no tempo em um campo magnético B variavel no

tempo.”

Para estes casos, podemos adotar a espira como referencial inercial, o0 campo B como
inercial, ou trabalhar com ambos né&o-inerciais. O primeiro caso € uma notavel aplicacdo da
inducéo eletromagnética em transformadores, onde podemos adotar o enrolamento de espiras
como referencial inercial. O segundo caso pode ser observado aplicado as maquinas elétricas
de corrente continua, ou CC, quando tém os enrolamentos do rotor em movimento devido ao
campo estacionario do estator. Por fim, o Gltimo caso € muito observado em maquinas elétricas

de corrente alternada, ou CA, onde o enrolamento do rotor estd em movimento enquanto o

campo B do estator é girante e varia no tempo.
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Aplicando o Teorema de Stokes no termo do meio da equacao (9.10):

- o 9]
e=f\7><E-dA=——(p
s dt
A partir da equagéo 9.5, temos:
- - 0 - -
fSVxE-dA=—EfSB-dA
= 0B
VXE = s (9.11)

Note que, como mencionado, o rotacional do campo elétrico induzido é nao nulo,
reafirmando que o trabalho realizado provém do campo B(t). A partir destas relagées, podemos
entdo determinar a tenséo induzida nos casos abordados. O seguinte exercicio trara uma visao
melhor das aplicacfes possiveis, podendo posteriormente ser complementadas ao gosto do

leitor!

Exemplo 34: O transformador da imagem x.8 € alimentado no seu lado primario (a
esquerda, de enrolamentos N1 = 600 ), com uma fonte de tensdo alternada tal que e; =
120 cos(377t) V. Pelas caracteristicas do ndcleo magnético, a densidade de fluxo magnético

que permeia o enrolamento secundario (a direita, de enrolamentos N2 = 1100) é:

B(t) = 50 cos(377t)k mT
Assumindo que B(t) & uniforme dentro do enrolamento e sabendo que o campo elétrico

induzido E;,; é sempre perpendicular ao campo B, determine (a) a tensdo induzida e, no lado
secundario deste transformador, (b) o rotacional induzido pela mudanca do campo magnético e
(c) o campo elétrico maximo induzido E_max ao longo do condutor. Considere que o0s

enrolamentos séo retangulares tais que x=10 cm e y=15 cm.

Determine:

A. Atensdao induzida e, no lado secundario deste transformador.

B. O rotacional ¥ X E induzido pela mudanca do campo magnético. Considere que

0s enrolamentos sédo retangulares tais que x =10 cm e y = 15 cm.
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Figura 9.6 Transformador do exemplo xx.

10. APLICAC@ES DO TEOREMA DE GREEN
10.1 O Teorema de Green

No capitulo 5 deste material estudamos sobre o teorema de Green, uma técnica muito

utilizada na resolucao de integrais de linha, dado pela seguinte equacéo:

3§ F, dx+F, d f f (an aFl) dA
X = —_—— —
' 2 ay o \ax oy

O teorema de Green fornece a relacdo entre uma integral de linha ao redor de uma curva
fechada simples C e uma integral dupla sobre a regiéo do plano D delimitada por C, como mostra

a figura 11.1.

Eu lembro de usarmos esse
teorema na resolucao de
integrais de linha, mas ele

também tem aplicagGes
fisicas?
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Tem sim Davi, afinal de contas, o estudo da fisica € um modo de associar fendbmenos e

comportamentos fisicos com a matematica e seus conceitos teoricos.

Além das aplicag6es matematicas que ja conhecemos, o teorema de Green desempenha
um papel crucial na resolucdo de problemas envolvendo campos elétricos, magnetismo e fluxo

de calor em problemas de geometria diferencial e de fisica matematica.

10.2 O Teorema De Green Na Relacao Entre O Fluxo De Campo Elétrico Ou
Magnético

O teorema de Green é um teorema fundamental da fisica tedrica, que estabelece uma
relacdo entre o fluxo de campo elétrico ou magnético em uma superficie fechada e a densidade

de carga ou corrente elétrica presente dentro dessa superficie.
Matematicamente, o teorema de Green pode ser expresso como:

rey = 2
€o
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Vocé ja se perdeu nos livros de cdlculo vetorial? Se sim,
este material &€ para vocé!

Com uma linguagem simples e direta, ajudamos a
descomplicar os conceitos matematicos e mostramos
como aplicar o calculo vetorial em problemas reais do
curso de Engenharia Elétrica do IFPE - Campus
Garanhuns.

Resultado da pesquisa "CONTRIBUICOES DA
MATEMATICA PARA O DESENVOLVIMENTO DO ENSINO
DE DISCIPLINAS TECNICAS DO CURSO DE ENGENHARIA
ELETRICA DO IFPE - CAMPUS GARANHUNS: Aplicacdes
de Cdlculo Vetorial", este livro é o seu aliado para
entender e usar cdlculo vetorial sem dor de cabeca.
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