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RESUMO

Podemos encontrar em muitas situacdes do cotidiano aplicacbes da Matematica,
porém, ao adentrarmos o ambiente da sala de aula, vemos alunos ainda
desinteressados em relacdo a essa disciplina que é tao importante para equacionar
diversas situagdes do dia-a-dia. Pensando em deixar a Matematica mais atrativa para
os alunos e motiva-los no que tange ao conhecimento aplicavel dessa area, existe no
estado de Pernambuco a OPEMAT (Olimpiada Pernambucana de Matematica), que
promove formacdo para professores, fomentando dessa forma o estimulo de
docentes e discentes a exercerem a aplicacdo dos conceitos matematicos de forma
constante. Diante disso, esse trabalho tem por finalidade analisar questoes de analise
combinatéria das provas da OPEMAT, fazendo a comparag¢ao do gabarito da prova
com a resolucdo por um método alternativo, que pode vir a ser mais facil para o aluno.
Neste trabalho abordamos formas diferentes de resolver 4 questbes que
correspondem ao segundo nivel da prova da OPEMAT. Apds as resolugdes foi
possivel observar que existem possibilidades de chegar ao mesmo gabarito oficial
usando outros mecanismos. Com isso, foi possivel concluir que o aluno, utilizando
diferentes técnicas podem resolver com mais facilidade questbes de analise
combinatéria, mostrando também que é importante praticar a resolucédo de questoes,
para que o estudante adquira mais familiaridade com a resolucdo de problemas e
consiga ter diversos meios e experiéncias para resolver questdes de Matematica com

mais facilidade.

Palavras-chave: OPEMAT; analise combinatdria; Matematica; resolucéo de questdes.



ABSTRACT

We can find applications of mathematics in many everyday situations, however, when
we enter the classroom environment, we see students who are still uninterested in this
subject, which is so important for solving different everyday situations. Thinking about
making mathematics more attractive to students and motivating them with regard to
applicable knowledge in this area, there is OPEMAT (Olimpiada Pernambucana de
Matematica) in the state of Pernambuco, which promotes training for teachers, thus
encouraging the stimulation of teachers and students to constantly apply mathematical
concepts. Therefore, this work aims to analyze combinatorial analysis issues of the
OPEMAT tests, comparing the test answer sheet with the resolution using an
alternative method, which may be easier for the student. In this work we address
different ways of solving 4 questions that correspond to the second level of the
OPEMAT test. After the resolutions, it was possible to observe that there are
possibilities of reaching the same official template using other mechanisms. With this,
it was possible to conclude that the student, using different techniques, can more easily
solve combinatorial analysis questions, also showing that it is important to practice
solving questions, so that the student acquires more familiarity with problem solving

and can have different means and experiences to solve math questions more easily.

Keywords: OPEMAT; combinatorial analysis; Mathematics; resolution of issues.
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1 INTRODUCAO

A Matematica esta presente constantemente na vida das pessoas, porém o fato
de aplica-la no dia-a-dia ainda assusta alguns individuos, e essas dificuldades muitas
vezes sao advindas de uma aprendizagem defasada que ocorre muitas vezes na
escola. Com isso, os estudantes criam uma pré-concepcido de que a Matematica é
muito complexa, contribuindo para um distanciamento dos estudantes com relagao a
disciplina. Assim, eles ndo conseguem desenvolver habilidades e significado para os
conceitos vivenciados durante as aulas.

Diante desse fato, o docente pode desenvolver a Matematica de forma mais
atrativa para seus alunos, de modo que, oportunize a compreensao € aplicagao em
diferentes situacdes do seu cotidiano. Até porque, a contextualizacao da disciplina, é
uma ferramenta eficaz para a promogédo de uma aprendizagem significativa,
propiciando aos discentes desenvolverem a criatividade, o raciocinio légico e as
habilidades especificas na area da Matematica.

Uma das formas de diminuir o déficit de aprendizagem dessa disciplina e,
também de estimular os discentes a pratica-la, é a participacdo de estudantes em
Olimpiadas de Matematica, que acontecem em diversas escalas e niveis. No Brasil,
essas olimpiadas tém apresentado uma consideravel crescente e tém colaborado com
a elevacéo do interesse da Matematica a partir de situagbes praticas (Melo et al.,
2019). As olimpiadas de Matematica, além de despertar o interesse dos alunos por
desafios matematicos, resolucdo de problemas e desenvolvimento do raciocinio,
também possibilitam a inclusdo social por meio da difusdo do conhecimento (Morais
et al., 2020). Nesse sentido, em 2015, foi criada a OPEMAT (Olimpiada
Pernambucana de Matematica), sendo realizada no estado de Pernambuco, no intuito
de estimular e melhorar o aprendizado dos discentes das redes publicas e particulares
do estado.

Dentre os variados problemas abordados nas olimpiadas de Matematica, os
problemas de analise combinatdria diversas vezes sao desafiadores para os
discentes, ja que é possivel a construgao de diferentes agrupamentos, sem que haja
a necessidade de sistematizar o processo. Com isso, € importante analisar as etapas
l6gicas que os alunos seguem para poder solucionar esses tipos de problemas,

valorizando, assim, sua maneira de pensar e de aplicar seus conhecimentos em



Matematica.

Diante desse contexto, este trabalho tem como objetivo analisar questdes de
analise combinatdria de diferentes edicbes da OPEMAT, com a finalidade de apontar
0s conhecimentos prévios necessarios para chegar a resolugéo correta dos itens
selecionados, bem como tracar um mecanismo de resolucao diferente dos expostos

nos gabaritos oficiais, disponibilizados pela banca organizadora dessa olimpiada.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo iremos apresentar pontos importantes para o desenvolvimento
do trabalho, trazendo uma discussao sobre o Ensino da Matematica em Pernambuco
e a OPEMAT. Além disso, discutiremos as contribuicbes que a OPEMAT tem
propiciado para alunos e professores com relagdo ao ensino-aprendizagem dessa
area de conhecimento. Por fim, abordaremos os aspectos sobre a resolugao de

problemas matematicos.

2.1 O Ensino da Matematica em Pernambuco e a OPEMAT

O Ensino da Matematica em Pernambuco segue as diretrizes estabelecidas
pelo Ministério da Educacéo (MEC) do Brasil, que incluem a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) para o ensino fundamental e médio. Além das diretrizes gerais, &
importante mencionar que em Pernambuco ocorrem iniciativas para melhorar o Ensino
da Matematica, como a realizacdo de olimpiadas Matematicas e a promogao de
atividades extracurriculares relacionadas a disciplina (Pereira; Silva, 2023), sendo a
OPEMAT uma dessas iniciativas. Em sua primeira edicdo, essa olimpiada de
Matematica contou com um numero singelo de 150 participantes das cidades de
Caruaru e Recife. Atualmente, a OPEMAT é realizada em duas fases, a primeira
consiste em uma prova de 12 questdes objetivas, e a segunda fase € composta por
uma prova de 5 questbes dissertativas (Morais et al., 2020). As provas incluem
questdbes de multipla escolha, questbes discursivas e problemas matematicos
desafiadores. As questdes geralmente abrangem uma variedade de topicos
matematicos, desde aritmética até algebra, geometria, teoria dos numeros e
combinatéria.

A OPEMAT ¢é uma competicido para discentes dos ensinos fundamental e
meédio das escolas publicas e particulares, através de prova realizada em dez polos
espalhados pelo estado de Pernambuco. A prova é dividida em trés niveis e com
publicos diferentes. Os estudantes do 6° e 7° anos do ensino fundamental
correspondem aos competidores do nivel 1; os do 8° e 9° do ensino fundamental ao
nivel 2, e os trés anos do ensino médio ao nivel 3. Assim, percebe-se que as questdes

sao adaptadas para diferentes faixas etarias e niveis de conhecimento.
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As Olimpiadas de Matematica tém por objetivo principal estimular o interesse
pela Matematica, despertando nos discentes uma forma diferente de vé-la, deixando
de lado a ideia de que ela € uma disciplina dificil e vendo-a como algo essencial para
toda a vida do estudante. As olimpiadas também visam promover a descoberta de
talentos, promovendo o desenvolvimento de habilidades de resolucdo de problemas,
incentivando a pesquisa Matematica e, consequentemente, melhorando o ensino da

mesma.

2.2 A resolugao de problemas matematicos

Um dos problemas que dificulta o aprendizado de Matematica por parte dos
nossos discentes é a falta de pratica em resolver questdes. Durante sua vida eles
adquirem diversos tipos de conhecimentos, porém com a auséncia da pratica eles nao
percebem como esses conhecimentos podem ser aplicados no seu cotidiano e muitos
dos conteudos discutidos na escola ficam apenas na parte tedérica e ndo sao mais

colocados em pratica. Em seu trabalho Silva (2020) enfatiza que

Muitos estudantes ao se depararem com questdes-problemas bem
elaboradas relatam a dificuldade que enfrentam durante sua interpretagao,
visto que em sala de aula geralmente sao apresentados exercicios diretos,
cujo unico propésito seria a utilizagdo de formulas apresentadas (Silva, 2020,
p. 28).

Para que se possa resolver problemas matematicos de maneira facil, se faz
necessaria a aplicacéo de algumas estratégias associadas a uma pratica constante
de resolugao de exercicios. Assim, os alunos se tornam mais habilidosos na resolugao
de problemas matematicos e a medida que eles se familiarizam com diferentes tipos
de problemas, as questdes vao ficando mais faceis de interpretar e resolver (Barbosa
et al., 2015).

Na resolugao de problemas de analise combinatdria, topico escolhido para ser
estudado, existem varias estratégias e técnicas que podem ser Uteis para encontrar o
numero de combinagdes, permutagcdes ou arranjos possiveis para uma situagao. Por
exemplo, podem ser utilizados os principios fundamentais (principio multiplicativo e
principio aditivo), fatorial, combinagdes, arranjos, diagramas de arvore, principio da

inclusdo-exclusao, dentre outros.
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O trabalho interdisciplinar também pode ajudar o discente a melhorar o seu
raciocinio e agilidade na resolugao de questées. Como exemplo podemos envolver a
disciplina de portugués nas atividades, pois a interpretacdo da questdo € um dos

pontos chaves para a resolucdo da mesma, por meio da identificagdo correta da
incégnita do problema.
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3 CONSIDERAGOES MATEMATICAS SOBRE COMBINATORIA

Neste capitulo trataremos sobre o conjunto de conceitos abordados com
frequéncia em analise combinatdria e a aplicacdo de suas formulas. Também
traremos exemplos possiveis do dia-a-dia do estudante, com suas respectivas
resolugdes, pontuando os seguintes conteudos: Principio Fundamental da Contagem
(PFC) e Principio Aditivo; Permutacao; Permutacdo com Repeticdo; Combinagao e

Arranjo simples.

3.1 O Principio Fundamental da Contagem (PFC)

O principio fundamental da contagem (PFC), também conhecido como
Principio Multiplicativo, € um conceito importante em andlise combinatéria que
descreve como calcular o numero de possibilidades para um evento constituido de n
etapas consecutivas e independentes. Ele é usado quando uma tarefa pode ser
dividida em etapas e o numero de escolhas em cada etapa ndo depende das escolhas
feitas nas etapas anteriores (Garcia, 2017).

Vamos considerar um exemplo simples para ilustrar o principio multiplicativo.
Suponha que tenhamos que escolher uma camiseta, uma calga e um par de sapatos,
logo temos 3 opgdes de camisetas, 4 calgas e 2 pares de sapatos diferentes para
escolher. Organizando as informagdes temos 3 maneiras (m; = 3) de escolher uma
camiseta, 4 maneiras (m, = 4) de escolher uma calga, e 2 maneiras (m; = 2) de
escolher um par de sapatos. Dessa forma, o calculo do numero total de possibilidades
da montagem de um /ook, pode ser realizado a partir da aplicagdo do principio

multiplicativo. Sendo assim, temos:

Total de maneiras =m, -m, -my = 3 -4 -2 = 24 maneiras

Portanto, podemos montar 24 conjuntos de roupas diferentes escolhendo uma
camiseta, uma calca e um par de sapatos a partir das op¢des dadas. O principio
multiplicativo € fundamental na analise combinatdria, pois 0 mesmo permite resolver

problemas nos quais as escolhas sao feitas em etapas consecutivas e independentes.



13

3.2 O principio aditivo

O Principio Aditivo € um conceito da teoria das probabilidades e da teoria
combinatéria que descreve a maneira de contar o numero de resultados possiveis em
uma situacao onde podemos escolher entre dois ou mais caminhos mutuamente
exclusivos para alcancar um objetivo ou resultado. Em outras palavras, o Principio
Aditivo diz que para calcular o numero total de maneiras de fazer algo quando vocé
tem opcgdes disjuntas, podemos simplesmente somar o niumero de maneiras de cada
opcgao.

O principio aditivo, diferentemente do PFC, é usado para eventos que nao
podem ocorrer simultaneamente e envolve a soma de resultados, enquanto o PFC é
usado para eventos sucessivos e envolve a multiplicagcao de resultados. Ambos os
principios sdo fundamentais na teoria das probabilidades e na teoria combinatéria
para contar o numero de maneiras de realizar eventos ou escolhas em diferentes

contextos.

3.3 Permutacao

A permutacao é um conceito fundamental na analise combinatdria que se refere
a disposicao ordenada de elementos de um conjunto. Em outras palavras, é a forma
de organizar os elementos de um conjunto em uma ordem especifica. Nas
permutacdes simples, todos os elementos sio distintos e o interesse esta em calcular
0 numero de maneiras diferentes em que os elementos podem ser dispostos. A

relagao para calcular o numero de permutagdes simples de n elementos € dada por

P(n,r) =nl!

Na qual "n!" (Ié-se "n fatorial") representa o produto de todos os inteiros
positivos de 1 a n.

As permutacdes sdo usadas em muitos problemas de analise combinatoria,
como arranjos de objetos, ordenacao de elementos, quantidade de anagramas com
as letras de uma palavra, calculos de possibilidades em jogos e muito mais. Elas sé&o

uma parte importante da teoria das combinag¢des (Souza; Aragao, 2023).
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Como exemplo de permutacao, vamos considerar trés cartas numeradas: A, B
e C. Agora, no intuito de determinar todas as permutagdes possiveis dessas trés

cartas em diferentes ordens, as permutagdes seriam

ABC
ACB
BAC
BCA
CAB
CBA

Cada uma dessas permutagdes representa uma ordem Unica das trés cartas A, B e
C. Este é um exemplo de permutacdo simples, que também pode ser realizado
utilizando a férmula de permutacgao para calcular o numero de permutagdes possiveis,
que no caso de 3 elementos é 3!, indicando que ha 6 permutacdes possiveis dessas

trés cartas.
3.4 Permutagao com repeticao

Nesse tipo de permutagdo, alguns elementos se repetem. A formula para
calcular o numero de permutacées com repeticido de n elementos, onde n,; elementos

sdo iguais, n, elementos sao iguais, e assim por diante, é dada por

|
Pnl,nz,...,nx _ n:

n nyin,! .. n,!

Na qual n é o numero de vezes que um numero se repete, e nq, n,, ..., n,, representam
0 numero de vezes que cada elemento se repete.

Vamos considerar um exemplo para ilustrar o conceito de permutagao com o
problema para determinar quantos anagramas da palavra "ABA" existem? Analisando
o problema percebe-se que temos 3 letras: A, B, e A. Duas letras sao idénticas (A) e

uma letra é diferente (B). Portanto, estamos lidando com uma permutagdo com
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repeticdo. Com isso, temos

n (nimero total de elementos = 3
n, (nimero de vezes que A se repete) = 2
n, (nimero de vezes que B se repete) = 1

Aplicando a formula para permutacées com repeticao, temos

3! 3:2-1

foon Zorqi =P =71 =72
Portanto, existem 3 maneiras diferentes de arranjar as letras da palavra "ABA", sendo
elas: AAB, ABA, BAA.

3.4.1 Combinagao

A combinagao é outro conceito fundamental na analise combinatéria. Ao
contrario das permutacdes, na qual apenas a ordem dos elementos importa, as
combinagdes se concentram em selecionar grupos de elementos sem levar em
consideragao a ordem em que eles foram escolhidos (Coutinho; Cerqueira, 2016).

Uma combinagdo € um conjunto de elementos escolhidos a partir de um
conjunto maior, sem repeticao, no qual a ordem dos elementos ndo é importante. A
férmula para calcular o numero de combinagdes de n elementos tomados r a cada

vez, sendo n > r, é dada por

n!
Conrmy =

rl(n—r)!

As combinagdes sao frequentemente usadas para calcular o numero de
maneiras de selecionar grupos de elementos de um conjunto. Elas s&o aplicadas em
muitos problemas praticos, como formacao de equipes, selecao de comités, escolha
de itens em um menu, entre outros, na qual a ordem nao é relevante e a énfase esta
na escolha de certo grupo de elementos.

Trazendo de maneira pratica, podemos observar o caso no qual um supervisor
€ responsavel por formar equipes de trabalho em uma empresa e tem um grupo de 6

funcionarios. Ele deseja formar uma equipe de trés pessoas para trabalhar em um
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projeto especifico. Neste caso, ele pode usar combinagdes para determinar quantas
maneiras diferentes existem de escolher uma equipe de trés pessoas a partir do grupo
de seis, sem se preocupar com a ordem em que elas sao escolhidas.

Utilizando a relagao para determinar a combinagao de n elementos tomados p
a p, é possivel calcular o numero de maneiras de formar uma equipe de 3 pessoas a
partir de um grupo de 6 funcionarios, calculando

6!

Ces = 373,

= 20 grupos

Assim, existem 20 combinacdes possiveis de formar uma equipe de 3 pessoas a partir
do grupo de 6 funcionarios. Podemos listar todas essas combinagdes se quiser, mas
o foco principal das combinacdes é determinar o numero total de maneiras de fazer a

selecao sem se preocupar com a ordem dos elementos selecionados.
3.4.2 Arranjo simples

Outro método relevante é o arranjo simples, este € um conceito da analise
combinatdria que se refere a uma selegédo ordenada de elementos de um conjunto, no
qual cada elemento pode ser escolhido uma unica vez e a ordem da selegao importa.
Em outras palavras, € uma permutacéo parcial de elementos de um conjunto (Rocha
et al., 2018).

A férmula para calcular o numero de arranjos simples de n elementos tomados

r de cada vez é dada por:

n!
Amr) = (n—r1)!

Essa relagao é criada com base nos seguintes passos:
1. Comeca com aideia de que, para a primeira escolha, vocé tem n opgoes,
pois existem n elementos disponiveis para escolher;
2. Para a segunda escolha, vocé tem opg¢des n— 1, uma vez que ja
escolheu um elemento na primeira etapa;
3. Para a terceira escolha, vocé tem n — 2 opgdes, e assim por diante, até

chegar ao r-ésimo elemento com n — r + 1 opg¢des.
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Portanto, o numero total de arranjos é dado pelo produto de todas essas

possibilidades, ou seja

n!

n(n—l)(n—Z)(n—r+1) =m

conforme a relagao anteriormente apresentada.

Em resumo, a formula de arranjo simples reflete a maneira como organizamos
r elementos distintos de um conjunto de n elementos distintos em uma ordem
especifica, levando em consideracido as opgodes disponiveis em cada etapa do
processo de escolha. E uma aplicacdo dos principios de contagem e fatorial na analise
combinatéria.

Partindo para o nosso cotidiano, podemos exemplificar esse método
considerando um grupo de 8 competidores em uma prova e determinado de quantas
formas podem ser formadas o podio de 1°, 2° e 3° lugar. Observe que a ordem dos
nadadores no pddio faz diferenga, pois um mesmo atleta ao ficar em primeiro ou
terceiro lugar, recebera medalha diferente e subira num andar diferente na premiagao.
Dessa forma, temos um arranjo de 8 atletas, dos quais 3 formaram o pédio. Dessa

forma temos:

8 8 8:7-6-5!

Awgg) = @=3) 5 5 =876 =336 podios distintos

Um arranjo simples € util para garantir que vocé considere todas as
possibilidades, especialmente em cenarios nos quais a ordem ¢é importante, como
competicdes esportivas, classificacdo de alunos por mérito, ou qualquer situagédo em

que voceé precise determinar uma sequéncia especifica de elementos sem repeticoes.
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4 METODOLOGIA

A metodologia aplicada neste trabalho foi a qualitativa com enfoque na
resolucao das questdes do 2° nivel da Olimpiada Pernambucana de Matematica sobre
analise combinatodria. A coleta de dados foi através do banco oficial de questbes da
OPEMAT. Optamos por analisar questdes que contemplaram o 2° nivel,
correspondente ao 8° e 9° do ensino fundamental |l, por se tratar do nivel intermediario
entre o fundamental e o médio.

Apesar da OPEMAT abordar conteudos de geometria, algebra, probabilidade
entre outros, decidimos analisar as questdes de analise combinatdria por considerar
que os conhecimentos prévios necessarios para resolver os problemas matematicos
cobrados pela banca necessitam de conhecimentos basicos de Matematica.

Apds analisarmos todas as questdes sobre analise combinatéria aplicadas nas
provas do OPEMAT, selecionamos 4 questdes para apresentar em nossos resultados.
Para essas questdes conseguimos propor um método alternativo ao método de
resolucao disponibilizado pela banca da OPEMAT, que entendemos ser mais facil de

resolver e compreender por parte do aluno.
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5 ANALISE DAS QUESTOES

Nesta sec¢ao apresentaremos os enunciados das quatros questdes escolhidas.
Em seguida, mostraremos a solugao proposta pela banca e, por fim, expomos uma
alternativa de resolucéo que, sob nossa dtica, € mais palpavel para os discentes. Isso
sera realizado para cada questao individualmente

A primeira questdo escolhida para analise foi aplicada na primeira fase da
OPEMAT de 2022 com o enunciado:

Questao 6 (OPEMAT 2022 - Nivel 2 - 12 Fase) - Uma empresa tem 3 trabalhadores
e funciona 4 dias por semana: segunda, tergca, quarta e quinta. Em cada dia de
funcionamento, um, e apenas um, dos trabalhadores é recrutado. Além disso, cada
um deles precisa trabalhar pelo menos um dia na semana. De quantos modos
podemos fazer a distribuigdo dos trabalhadores ao longo dos dias de funcionamento?
(A) 12. (B) 18. (C) 36. (D) 72. (E) 81.

Resolugao da banca com alternativa C:

Como sao 4 dias e 3 trabalhadores, é preciso escolher um deles para trabalhar
dois dias, o que pode ser feito de 3 modos. Uma vez feita essa escolha, devemos

contar de quantas maneiras podemos distribuir os trabalhadores, isto €, contar as

permutagdes com repeticao :—i = 12. Assim, existem 3 - 12 = 36 modos.

Resolugao alternativa:
Inicialmente, vamos nomear os trés trabalhadores como A, B e C.

Considerando que eles irdo trabalhar 4 dias por semana, temos a primeira distribuigcao

ABC _
Percebe-se que durante a semana um dos trabalhadores tera que trabalhar mais de
uma vez. Assim, considerando o trabalhador A trabalhando duas vezes na semana
temos

ABCA
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Nota-se que utilizando as mesmas letras podemos ter durante a semana diferentes

configuragdes de escala tais como

1°-ABCA
2°-ABAC
3-AABC

Além dessas configuragdes, podem ser formadas outras palavras com essas mesmas
letras. Podemos resumir essas diferentes formas de combinagdo em uma férmula
utilizando a permutacgéo, conforme mostra a Figura 1.

Sendo assim temos:

Figura 1 — Possibilidades de escalas de trabalhadores

0 QUANTIDADE DE
1-ABCA REPETICOES
QUANTIDADE DE
2.ABAC 3 TRABALHADORES
3-AABC QUANTIDADE DE
LETRAS

Fonte: autoria prépria (2023)

Sendo assim, temos

4! 4-3-2! o
o0 -3 =T-3 =4-3.3 =36 possibilidades
A ferramenta chave para a resolugcdo da questado foi a permutacido, porém
também foi utilizado a repeticdo e o principio multiplicativo. A permutagcdo é uma
ferramenta crucial na analise combinatéria que ajuda a calcular o numero de arranjos
ordenados de elementos em um conjunto.

A segunda questdo analisada neste trabalho foi aplicada na primeira fase da
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OPEMAT de 2022 com o texto:

Questao 5 (OPEMAT 2022 - Nivel 2 - 12 Fase) - Bernardo quer pintar a figura abaixo
com tintas nas cores vermelho, azul, verde, preto e amarelo, considerando as

seguintes restri¢cdes:

i) Cada regiao A, B, C e D da figura deve ser pintada inteiramente com a
mesma cor;
i) Duas regides adjacentes, ou seja, regides que fazem fronteira (C e B, por

exemplo), devem ter cores diferentes.

De quantas maneiras Bernardo pode pintar a figura?

Figura 2 — Questdo 5 (OPEMAT - Nivel 2 - ANO 2022)

Fonte: OPEMAT (2022)

(A)120.  (B)180.  (C)240.  (D)320.  (E)625.

Resolugao da banca com alternativa B:

Podemos escolher a cor da regiao D de 5 maneiras. Escolhida a cor da regiao
D, a regido A pode ser pintada de 4 maneiras. B, que faz fronteira com A e D, pode
ser pintada de 3 maneiras, ja que em A e D usamos duas cores diferentes. A regiao
C que faz fronteira com B e D pode ser pintada de 3 maneiras, pois B e D foram

pintadas com cores diferentes. Assim, temos um total de 5- 4 - 3 - 3 = 180 maneiras.
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Resolugao alternativa:

Inicialmente separamos a contagem em duas situagdes opostas, que nao
tenham intersec¢ao. Essas situagdes sdo chamadas de disjuntas. Na primeira situagao
consideramos que se a regido D faz fronteira com todas as outras regides, entéo
temos 5 opgdes para essa regidao. Assim, podemos escolher logo a sua cor, que, sem
nenhum prejuizo a questao, podera ser a cor preta. Continuando com o raciocinio, a
regidao A tem quatro opgdes de cores ja que nao podemos repetir a cor preta da regiao
D. Como queremos que A e C tenham a mesma cor, a regido C tera apenas 1 opg¢ao,
ou seja, a mesma escolhida para a regiao A, obrigatoriamente. Por fim, a regidao B
pode ter qualquer uma das outras 3 opc¢cdes. Podemos resumir essas consideragcdes

conforme mostra a Figura 3.

Figura 3 — Resumo das consideragdes para solugédo da questao 5 (primeira situagao)

A/C - CORES IGUAIS

D
/ Regices | ABCD
A B C
N° de cores 4315

Fonte: autoria prépria (2023)

Assim, pelo principio multiplicativo temos 4-3-1-5= 60 maneiras para
Bernardo pintar a figura indicada na questao 5.

Na segunda situagao, partimos agora para A/C com cores distintas. Vamos
iniciar novamente pela regido D, que continua com 5 opg¢des. Podemos supor que
utilizamos a cor amarela para ela, sobram novamente 4 opcdes para A. Como C,
agora, precisa ter uma cor diferente da regido A, tém-se 3 op¢des para essa regiao.
Por fim, para a regido B irdo sobrar apenas 2 opg¢des. Essas consideragdes estdo

resumidas na Figura 4.
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Figura 4 — Resumo das consideragdes para solugao da questéo 5
(segunda situagao)

A/ C - CORES DIFERENTES

D
Nermi / Regices | ABCD

N° de cores 4235

Fonte: autoria prépria (2023)

Para resolver a segunda situagao utilizamos o principio multiplicativo e aditivo. Pelo
principio multiplicativo, temos 4-2-3-5 =120 maneiras. Por serem situagoes
distintas, usamos o principio aditivo para calcular o total 60+ 120 = 180
possibilidades para Bernardo pintar a figura da questao 5.

A resolugao alternativa tem como diferencial o fato de construirmos em duas
etapas o mecanismo de resolug¢ao, seguindo os critérios solicitados no enunciado da
questao. Dessa forma, os estudantes tém a possibilidade de construir uma visdo mais
ampla dos possiveis mecanismos para resolver uma questdo. Sendo assim,
concluimos que o método que utilizamos nesta resolugcdo € mais didatico e de melhor
compreensao para os discentes.

O terceiro problema analisado foi a questao 5 de nivel 2 aplicada na segunda
fase da OPEMAT de 2022 com o enunciado:

Questao 5 (OPEMAT 2022 - Nivel 2 - 22 Fase) - Em um plano, considere duas retas
paralelas e distintas r e s. Na reta r escolnemos 10 pontos distintos € na reta s
escolhemos 5 pontos distintos. Determine a quantidade de tridngulos que podemos

formar com esses pontos.

Resolugao da banca:

Vamos dividir a solucdo em duas etapas. Considere duas retas r e s, conforme

a Figura 5.
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Figura 5 — Retas paralelas e distintas r e s

r

Fonte: OPEMAT (2022)

Na primeira etapa considere que apenas um dos vértices do triangulo € um
dos pontos da reta r, isso mostra que temos 10 possibilidades para a escolha do
vértice, consequentemente os outros 2 vértices devem pertencer aos pontos da reta

s. Como cada base do tridngulo corresponde a uma corda que liga dois pontos, entéao
vamos ter um total de % -5-4 =10 possibilidades, pois € indiferente a corda AB ou a

corda BA, onde A e B séo dois pontos da reta s. Agora, basta usar o principio
multiplicativo e concluir que temos 10 - 10 = 100 possiveis triangulos.

Na segunda etapa repetimos 0 mesmo argumento acima, assumindo o unico
;g . ;g ~ 1
vértice na reta s e os outros dois vértices na reta r, entdo temos um total de 5 > 10 -

9 = 225 possiveis triangulos.
Resolugao alternativa:

Com os dados apresentados na questdo, podemos ilustrar reta r com

10 pontos distintos e a reta s com 5 pontos distintos, conforme apresenta a Figura 6.

Figura 6 — Retas paralelas e distintas r e s (resolucéo alternativa)
0000000000 T

—O0—0—0

O
r
)

Fonte: autoria prépria (2023)
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Dai, podemos concluir que para formar um tridngulo temos duas situagdes distintas.
Ter dois vértices na reta r e um vértice na reta s (Fig. 7), ou o contrario, um vértice na

reta r e dois vértices na reta s (Fig. 8).

Figura 7 — Tridngulo com dois vértices na reta r e um na reta s

2

Fonte: autoria prépria (2023)

Figura 8 — Tridngulo com um vértice na reta r e dois nareta s
1

OO0 00T

o

Fonte: autoria prépria (2023)

Como a ordem dos pontos que vamos escolher ndo importa, a quantidade de
tridngulos que podem ser formados nas condigbes estabelecidas pode ser calculada

por

c C. +C C.. =1 51 + 10! 50
102 ™51 101 ™52 7 51 (10-2)! 11(5-1)! @ 11-(10-1)! 21(5-2)!
10! 5! 10! 5! _ 10-9-8! 5-4! 109! 5-4.3! _

2181 114! 19l 2131 2.8 1.4 191  2:3]

90
—+5+10-10 = 225 + 100 = 325

Entdo, temos 225 tridngulos da primeira maneira e da segunda maneira temos 100
tridangulos, ao somar todas as formas temos um quantitativo total de 325 tridngulos
possiveis. Para a resolugdao dessa questdo utilizamos combinagdo simples e o

principio aditivo.
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A quarta questao foi aplicada na primeira fase da OPEMAT de 2015 com o

texto:

Questdo 1 (OPEMAT 2015 - Nivel 2 - 12 Fase) - Quantos numeros com dois

algarismos distintos sdo compostos?

Resolugao da banca:

Para fazer essa contagem utilizaremos o principio da inclusdo-exclusao.
Observe que os numeros compostos com dois digitos distintos sdo maiores ou iguais
a 10 e menores ou iguais a 99. Além disso, um numero composto menor que 100 é

multiplo de 2, 3, 5 ou 7. Dentre os numeros com dois algarismos

* 45 sao multiplos de 2
30 sao multiplos de 3
* 18 sao multiplos de 5

» 13 sao multiplos de 7

Assim, temos 106 numeros com dois algarismos que sdo multiplos de 2, 3, 5 e 7.
Porém, contamos os multiplos de 6 = 2 - 3 duas vezes. Por exemplo, o numero 12 foi
contado duas vezes por que é multiplo de 2 e de 3. Desse modo, devemos subtrair os
15 multiplos de 6 com dois algarismos. Além disso, os multiplos de 10 =2-5; 14 =
2:-7; 15=3-5;21=3-7 e 35=5-7 também foram contados duas vezes. Dentre

0s numeros com dois algarismos

* 15 sdo multiplos de 6
* 9 sdo multiplos de 10
7 sao multiplos de 14
* 6 sdo multiplos de 15
* 4 sdo multiplos de 21

* 2 sao multiplos de 21
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Assim, temos que subtrair 43 numeros dos 106 que contamos antes, o que resulta em
63. Porém, subtraimos os multiplos de 30 =2-3:5 duas vezes. Por exemplo,
subtraimos o 30 uma vez por que ele € multiplo de 6 = 2 - 3 e uma vez porque ele é
multiplo de 10 = 2 - 5. Além disso, os multiplosde 42 =2-3-7; 70=2-5-7 e 105 =
3:5-7, também foram subtraidos duas vezes. Dentre os numeros com dois

algarismos

» 3 sdo multiplos de 30
* 2 s&o multiplos de 42
* 1 é multiplo de 70

* 0 sdo multiplos de 105

Assim, temos que somar 6 numeros a 63, 0 que resulta em 69 numeros com dois
algarismos compostos. Mais algum numero foi somado duas vezes? A resposta é néo,
pois 0s numeros candidatos a serem somados duas vezes sao multiplos de 210 = 2 -
3:-5-7 e ndo existem numeros com dois algarismos compostos. Mas ainda nao
acabou. Falta subtrair os numeros compostos com dois algarismos iguais. Existem 8
desses numeros. Assim existem 61 =69 —8 numeros compostos com dois

algarismos distintos.

Resolugao alternativa:

Considerando que teremos apenas numeros naturais com dois algarismos,
eles estardo compreendidos entre 10 a 99. Sendo assim, para o digito da dezena
temos 9 opgdes de algarismos para escolher, de 1 a 9. Para o digito das unidades
temos também 9 opcdes de algarismos para escolher, de 0 a 9, exceto o algarismo
escolhido na casa das dezenas, pois 0 numero deve ter algarismos distintos. Pelo
PFC, a quantidade de numeros com dois algarismos distintos é dada por 9 -9 = 81.
Porém, nés queremos saber quantos desses numeros sdo compostos. De 10 a 99 o
numero vai ser classificado como primo ou composto. Sendo assim, temos o total de
numero compostos igual a 81 — N2 de primos. Os numeros primos entre 10 e 99 séo
11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97,

totalizando 21 numeros primos. Porém, nota-se que o numero 11 nao deve ter sua



28

retirada contabilizada, pois ele ja foi removido quando eliminamos os numeros com
algarismos iguais ao aplicar o PFC na etapa inicial da resolugao. Por isso, temos que

“devolvé-lo”. Deste modo, temos

81 — 21+ 1 = 61 numeros compostos.

Para essa resolugao alternativa, usamos o principio multiplicativo e o principio

da inclusdo-exclusao, que € uma variagao do principio aditivo.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

No processo de desenvolvimento dessa pesquisa, foi perceptivel a
necessidade de refletir sobre a importancia das aplicacbes das olimpiadas de
Matematica, especificamente a OPMAT, por se tratar de um instrumento incentivador
dos processos de ensino-aprendizagem. Nessa perspectiva, o professor pode abordar
antecipadamente com seus alunos questdes de provas anteriores, no intuito de
promover experiéncias que possibilitem um raciocinio dindmico e légico em prol de
resolver as questdes. Isso pode facilitar a quebra de paradigma de que a Matematica
€ algo dificil, mostrando aos estudantes que existem inUmeras maneiras de resolver
as questodes cobradas pela OPEMAT.

Oportunizar vivéncias dessa natureza, sdo importantes, pois propicia a
descoberta de novos talentos na area das exatas, bem como, auxilia na promocéo do
sentimento de pertencimento e protagonismo dos estudantes que buscam aprimorar
e validar seus conhecimentos ligados aos conceitos e aplicagdes da Matematica de
forma prazerosa e satisfatéria. Nesse sentido, acreditamos que o dominio de
conceitos aliados a pratica e a criatividade, permitem novos tragados para resolugao
de problemas mesmo na especificidade que é a Matematica.

A partir das resolucdes elaboradas durante este trabalho, constatamos que
existem diferentes maneiras de resolver uma mesma questdo e que algumas
resolugdes podem apresentar poucas diferengas. Entretanto, o fato de existir alguma
diferenca é indicativo de que é possivel explorar e elaborar novas formas de solugao
de questbes na Matematica. Ademais, ressalto a importdncia da Olimpiada
Pernambucana de Matematica como contribuinte do processo de ensino-
aprendizagem da Matematica, assim como, a importancia da contextualizagéo e
pratica da mesma, para o fortalecimento a aprendizagem dessa area que é

imprescindivel no nosso cotidiano.
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